MunaucrapcTBO IpocBeTe, HayKe ¥ TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

OIIMNTNHCKO TAKMMNYEILE I3 MATEMATHWRE
YUEHHMEKA CPEIILUX IMTKOJIA

25.01.2014.

ITpBu pa3pen — A kareropuja

3a peasne O6pojese a, b, ¢ Baske HejeTHAKOCTHA
b—c|>1al, [e—al =], la—0b] >]cl|.

IorazaTu na je jeman onm OpojeBa a,b,c jemnak 30upy mpeocrasa
nBA.

Y tpoyrao ABC' ca crpanunama BC = a,CA =bu AB = ¢ ynucau
je kpyr. Jemua rtanrenra Tor kpyra cede crpanune AC u BC y
raukama P u @), penom. Onpemutu obum tpoyriaa PQC.

Hahwu cBa nenobpojHa pemniema jeqHavynHe

6(6a* + 3b% + ¢*) = 5d°.

Heka je ABCD uyerBOpOyrao TakaB ma BasKu
IBCA+ <CAD =180° u AB = AD + BC.

Iokasaru na je <BAC + <ACD = <CDA.

Ha onxbojramkom Typaupy ydectBoBajo je 10 ekuma. CBaka om B>UX
oaUrpaJia je Mo jemHy YTAKMUIY Ca CBAKOM O MPEOCTAJNUX EKUIA.
Ha kpajy typHupa, nmpBa ekumna mMmaJja je xr; nodbema m Yy, mopasa,
OpyTa eruna ro modbena u yo mopasa, uta. lokaszatu na je

a4 2=y Y+ Y

(Ombojramka yTakMUIa ce He MOXKE 3aBPIIMTY HEPEIIEHUM De3yITa-
TOM. )

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasbsHO 0OPA3IIOKATH.
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Ilpyru pa3spem — A kareropuja

IlorazaTu nma 3a cBe peaJsiHe OpojeBe «, 3,7 BaKU HEjeTHAKOCT

sin acsin Bsin~y 4 cos acos S cosy < 1.

Hahu cBe peasne 6pojeBe a 3a Koje jenHAUYMHA
2 2 _
4y =alzx+1)(y—1)

UMa pellema y CKYIy peayiHuX OpojeBa.

Hahwu cBe y3ajamuo npocte npupoaue 6pojeBe a u b TakBe na BaKu:
aKO ce IeNUMAJHOM 3ammcy Opoja a 34eCHa MOMUIIe 3ape3, a 3aTUM
ce HaNWINE NENUMAJIHU 3amuc Opoja b, mobuja ce AENMMAJIHU 3aIuC

b
opoja —.
a

Kpysxuuna ki ca mearpoM y O1 W NOJYNIPEYHUKOM ©° U KPY:KHUIA
ko ca merTpoM y O M TONYIPEYHUKOM 21 DOAUPY]Yy CE€ M3HYTpA.
TetuBa AB kpy:kuune ko m3abpana je TakO Oa HOAUPYje KPY:KHUAILY
ki y raukn T u ma je AT? + BT? majsehu moryh. Axo je <ATO,
tym, onpemutu <{ATO,.

Hera cy m u n npuponau 6pojeBu. Tabima nuMensuje nxn obojeHa je
Ha IIaXOBCKM HAUWH, TAKO M4 je MOJbe Yy NEeCHOM IOHmeM yriy 0elo.
Ana u Dame urpajy cimemehy urpy. ¥ cBakom moresy, Ama Mema
00jy cBUM moJssMMa jeqHE BpCTe, a 3aTuM bame Mema 00jy cBUM
HOJbUMA, jeHe KOJIOHe (IPUIMKOM IpoMeHe 60je, IpHA [0Jba MOCTAa]jy
bena, a Gena mocrajy upHa). okazaru na Dane Moske urparu Takro
Oa mocJie m OAUTPaHUX MOoTe3a OpOoj NPHUX MoJba Ha Tabau Oyme
mapaH.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.
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25.01.2014.

Tpehwu pa3spen — A kareropuja

1. Y ckyny peasHux OpojeBa PEIIUTU CUCTEM jeTHAUUNHA

VIV =y {2,
y VIV = /32,

2. Hera cy N u S mumjameTpasHo CympoTHe Tauke kpyskHuie C 1 HEKa
je t Tamrenra kpysxuune C y taurm S. Kpyxauna k ca meHTpom y
O ceue kpyxauny C y rtaukama A m B um oproroHajHa je Ha Y.
ITpase NA, NB u NO cery upasy t y taukama A’, B’ u O', penom.

Iokaszatu na je tauka O’ cpemumre mysxm A'B’.

(Kpyskuume v u 2 Cy OpTOrOHAJIHE aKO ce CeKy y Taukama X m Y
U Ipu TOMe Cy BUXoBe Taurenre y taduku X MebhycoOHO HOpMaJIHE. )

3. Hahwu cBe npuponne 6pojeBe x 3a Koje

2| (@ - 1)va).

(Ca |x] o3uauen je meo meo Gpoja z.)

4. Yuyrtap tpoyriaa ABC wa cumerpanu yrana ACB yodena je Ttauka

M TakBa ma je
IMBA =<MAC = 30°.

Iokazatu na je <ACB < 60°.

5. Herka je n € N. Omnpemutu 6poj pa3nauyuTux HAYWHA HA KOJU Ce€
rabna auMeH3nje 2 X n MOMKe MOILIOYATH NOMUHAMa (IpPaBOYTraOHU-

muMa qumensuje 1 X 2 u 2 X 1) u kBagparuma auMensuje 2 X 2.

(Y momnouaBamy Tabie CBAKO MOJbE HPEKPUBEHO j€ TAYHO jeTHOM

MOMUWHOM WJIU KBAAPATOM. )

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merassHO 0OPA3IOKUTH.
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YerepTH; pa3pen — A kareropuja

1. Tesno T sanpemune o € (0,1) caapskano je y jeaquHuuHOj Kouku I.
Ilokazatu ma moctoje konke K1 u Ko 3a KOje BaKu:

1° Ky, Ky C I
2° K; m Ko HeMajy 3ajeIHUYKNX YHYTPAIIBUX TadaKa;

3° 30up myskuHe uBUIlE Kolke K| u my:xkuHe uBmIile Koike Ko jennak
je 1

4° zampemuHa nena Tesa 1 koju ce Hamasum y K jemHaka je 3a-
npeMuHHN nesa tesa I’ koju ce Hamazu y Ko.

2. FKomapxkam raba xkom yetupu myta. BepoBatHoha mororka mpuiam-
koM cBakor rabama je 1/2, ocuM yKOJIMKO KOIIapkam mpoMamu oba
myTa y mpBa ABa Oamnama, Kalda je BepoBaTHONA MOTOTKA Y CBAKOM
HApeIHOM TOKymajy 2/3.

a) Ogpenuru pacnomeny BepoBaTHONa Gpoja mOrogaka y 4eTupu
bamama.

6) Komuka je BepoBatHoha ma je romapram moroauo y tpehem
MOKYINAjy aKO Cé 3Ha Ma je MMao TadHO TPU MOTOTKA?

3. Hahwu cBe mapoBe paszauduTux TpoCcTUX OpojeBa p U ¢ 3a Koje je

opg — 1

IeTu CTeIeH IeJior Opoja.

4. Hexka je ABCD TetuBHU uyeTBOpOyrao 3a koju Baxku AD = AB u
meka je X rmauka ma crpanunu C'D rtakBa ma je <XAD = <ADB.

Ilokazatu na je
AX? - XD?=BC -XD.

5. Jemmakokpakm Tpale3 umje Cy OCHOBUIE Oy:KMHA 1 M 5, a KpakK Ly:KU-
He /7, mpekpuBeH je ca 10 momymapHUX KPyroBa MOJYIIPEYHUKA T
) 1
Ilorazatu na je r > —
Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3anaraka merasmsHO 0OPA3IOKUTH.
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IIpBu pa3pen — b kareropuja

dymrmuja f: R — R 3amarta je ca f(2x + 1) = 422 + 4z, 3a z € R.
a) Ompemutu f(3).
6) Ompenutu f(x), 3a cBe = € R.

B) lla nu je ¢pymrmmja f 1-1 u ma-dyskmmja?

Ncnuratn na mu je popmyna

(pe(gVvr)=(pAr) e (gAT))

TayTOJIOTHU]a.

I'pyna ox 300 mynu ca onpebenum Terobama ydecTByje y UCIUTU-
Bamy Tako3BaHOT Itanebo eperra. Onpebhernom 6pojy byau m3 oBe
rpyme nat je oarosapajyhu jek, a mpeocrajiuMa JIaKHU JEeK (JIeK
KOjU HEMa HUKAKBO nejcTBO). HapaBHO, HMKO HUje 3HAO nma Ju je
nobuo mpasBu mim JazkHM Jek. Vicmocrasumio ce ma je 20% ommx
KOjU Cy HOOWMJIM paBU JIE€K PERJIO na He oceha HUKAKBO MOOOJbIIAHE,
IOOK Cy TpeocTasii pekJu na uM je Oosme. IlBameceT mocTO OHUX
KOjU Cy mOOMIM JayKHU JIEK je MOTBPAWJIO na UM je 0oJbe, TOK CY
IPEOCTANN M3 OBe I'PYyIle PEKIU & He yOoUuaBajy HUKAKBY IIPOMEHY.
Axko je yrymao 40% mymu KOju Cy ydYeCTBOBAJM y EKCIEPUMEHTY
IIOTBP OO HO6OJLIH&I—L€ COIICTBEHOI' CTala, OAPEIANTN KOJIMKO HUX
je mobuao mpaBu JIEK, a KOJIMKO JIAYKHU.

KRomnko nma 100-mmudppenux O6pojeBa kKoju ce 3amucyjy nudppama 1,2
1 3 TAaKO na UM HUKOje ABe CycenHe nupe HUCY jeqHare?

Tpu Enrnesa n nBa ®panmysa 3auHTEPECOBAHU CY 3a CenaM pa3yu-
UATUX KEBUra: TPU HA €HIJIECKOM je3uky (Tpaske ux camo Enraesm),
nBe Ha ()paHIYCKOM je3ury (Tpaske ux camo Ppanmysum) u aBe Ha
cpuckoM je3ury (Tpaske ux m Enraesum u Ppanmnyswm). Ha konuro
HAYMHA CBAKOM OJl HbUX MOKEMO MOKJIOHUTU IO jeHY KILUTY?

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.
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Ilpyru pa3spen — b kareropuja

OnpenuTu cBe KOMIIJIEKCHE OpOjeBe 2 TaKBe Ha BaKU

z 1
+2/=11—-%2 R = —,
|2 =1 2 m 6(2—1—3@') 13

Hexka je BH Bucuna tpoyraa ABC. Kpyr k, uuju je nenrap Ha Iy:KU
BH, canpxu tauke B u C u ceue crpanuny AB y tauku E (E # B).
Axo je my:xumua ny:xu AB jemmaka 16, a myskuna aysku BC jenmaka
12, onpenutu ny:xuny mysxu AFE.

Onpenutu Opoj 1MeIO0OPOJHUX pellemna HejeTHadnHe

|z — 9z — 1] < V/21.

Y kouBexkcHoMm uverBopoyriy ABCD rtauke P, (@, R, S nusbpane cy nHa
npaBama BC,CD, DA, AB, penoMm, Tako Ia BayKu

B?:B?:C@:C"ﬁzl:l lﬁ:ﬁzQ:l, B:@:?):Z.

Axo ce mpase AP, BQ,CR, DS ceky y tauku O, onpemutu AO : OP.

Y 1nBe jenHake KyTHje je CMEIITEHO YKYIHO (5 IPBEHUX, 3€JI€HUX,
KyTuX m minaBux jgontu. lIlopen Tora mrTo cy paznumuumTtux 00ja,
JIOTITE Ce MOTY Pa3JUKOBATU U 110 Beauuwmnau. [Ipu Tome, meby cBakux
ImeT JOUTU uUcTe OOoje M3BydeHUX U3 jenHe KyTuje, Oap IBe Cy UCTe
Beauuwuue. Jlokazarum ma mocrToje Gap TpPU JIONTE KOje ce HaJjaze y
UCTO] KYTUJU U KOje Cy uUcTe 00je U BEeJIUYMNHE.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.
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Tpehu pa3spen — B kareropuja

1. 3a kKoje BpeQHOCTHU peaHOr ImapaMeTpa d CUCTEM jeTHAYUNHA

2t — y + =z 4+ t =0
r + 2y — z + 4t = 2
z + Ty — 4z + 11t = a

nMa pelnema y CKyIy peajHux OpojeBa?

2. Heka je S Bpx tpocrpane mupamuge SABC Ttakse na je
SA=SB=S5C=a, <ASB =60°, <ASC =90°, <BSC = 120°,
rae je a € RT.
a) Hokasaru na je tpoyrao ABC mpasoyriu.

6) Onpenuru nospumuay nupamune SABC.

3. Ompenutu cBe mpupoaHe OpojeBe x U Y 3a Koje je

2014% 4+ 11% = ¢%.

4. Oppemutu cBe peaJjHe O6pojeBe x > y > 1 3a Koje BasKu

2202 —ay —5x +y+4=0.

5. 3a ekumny jemHe mKoJie y maxy Tpeba m3abparu Tpu TaKMUUIAPA O
11 xkammunata mebhy rojuma je 6 meuyaka um 5 meBojumna. Ha xosnuko
HAYMHA CE€ TO MOMKE YUYMHUTU aKO Ce 3Ha Oa y EKUIN Mopa OuTu
OapeM jemHa meBojuura’

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amataka merassHO 0OPA3IIOKUATH.
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YerBpTu pa3pen — b kareropuja

3a KOMIUIEKCAH OpOj 2 BasKu

arg(z+3) = g

Onpenuty Hajmawy Mmoryhy Bpemnoct |z|.

Poramujom koopauuaTHe paBau 3a yrao « oko tauke M taura A(1,2)
ce npecaukaBa y tauky A;(6,5), a rauka B(1,4) y Ttaury Bi(4,5).

a) Onmpennru cnuky rauke C(1,3).

6) Hahwu Bennuuny yria o u koopauaate tauke M.

Heka je n mpupoman 6poj. Axo je madpa meceruna Gpoja n? mema-

pHa, NOKa3aTH na je mudpa jeauHuna Tor O6poja jemnaka 6.

[Tocmarpajmo cse ¢pyuruuje f :[1801,2014] — R Takse na
F(2)— Fu)| < |z — yl, 3a coe z,y € [1801, 2014],

n f(1801) = f(2014) = 0. Opnpemuty HajMamy BPEAHOCT KOHCTAHTE
C' (ako mocroju), Tako ma 3a cako x € [1801,2014] u cBe oBakBe
dyurmuje f Baku f(z) < C.

Ha mon cobe umja je moBpmwuHa 5 mocraBibeHO je 9 Tenuxa. Tenucu
Cy IPOM3BOJLHOT OOJIMKA, a MOBpIIMHA CBAKOT je 1. Ouursienno, HeKn
TENUCH ce MOPajy npeknanaru. [lokaszaTu Ja HOCTOje ABa TEIUXa 3a

KOj€e je MOBPIIMHA HUXOBOT IpEKJona bap —.

9

Bpewme 3a panx 180 munyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3I0KUTH.



