Munucrapcreo npoceere Penyosmke Cpbouje
JIpymrBo maremarunuapa Cpouje

ORKPYsRHO TAKMUYEIHLE 13 MATEMATURE
4. mapt 2023.

ITpBu pa3pen - A xkareropuja

1. Heka je ¢ Ounapna pesamuja geduHucana Ha ckymy N Tako na 3a cse z,y € N Baxkn

ned
roy <= (Fke€A)z+2y=3k- =z

Y CBaKOM O CIydajeBa:
(a) A=N; (6) A=T, rzne je T ckyn menapuux npupoanux 6pojesa; (B) A= Q;

UCIUTATH Ia JU je pejanuja ¢ pejlanuja MopeTka Ha ckymy N u, y ciaydajy ma jecte, MCIU-
TaTU Oa JU je pejlanuja TOTAJHOT mopeTka. larobhe, y CBAKOM O CaydajeBa MCIUTATUA A4 JI
je penamnmja o pejanuja eKBUBaJIeHNUje Ha CKymy N u, ako jecte, ompenutu oarosapajyhe
KJIace eKBUBAaJIeHIUje?

2. Ha crpanunama omrpoyraor tpoyria ABC nate cy tauke A; € BC, B € CAu Cy € AB
tako na je <CC1B = <AA;C = <BB1A = ¢, rne je ¢ omrap yrao. Iyxwu AAy, BBy n
CC4 cery ce y taukama M, N u P. Ilokazaru na ce opronenrap rpoyria ABC noknama ca
LIEHTPOM ONMMCAHOT Kpyra tpoyria MNP.

3. Heka je S romHauan mMOACKYyI CKyla IPUPOTHUX OpOjeBa TakaB Oa 3a CBAKA IBA €JIEMEHTA
2 Uy u3 ckyna S Baxku ma noctoju z € S tako na z | x —y. JlokaszaTu ma MOCTOJU €JIEMEHT U3
ckyma S Koju menum cBe ocTajie eseMeHTe TOr ckyna. la su tBpheme ocraje Ha cHa3u Kana
je S KoOHAUAH MOACKYI CKyla meaux Opojesa?

4.Y jenHoj OCHOBHO]j IIKOJM CBAKO oJ yKymHO 2023 yueHnka uma jemaH opMapuh Ha KOjuMa
cy HammcasHu, penoM, cBu OpojeBu ox 1 mo 2023. IIpermocraBuMo ma Cy HA MOYETKY CBU
opMapuhu 3aTBOpeHU. Y YEHUIUM Te INKOJE Cy OMJIYyUWIN A Ce IOUrPajy, T€ Oa CBAKO Of
BUX Olle U OTBOpHU/3aTBOpU mOMeHyTe opMapulie. IIpBu yueHUK MOJa3u U OTBapa, PEmoM,
cBe opmapuhie. 3a wuM kpehe u Ipyru yYeHUK U Ue U 3aTBapa CBaKU APYIU, Tj. opMapui
ca mapHuM OpojeMm, UTA. Y UYEHUK N UAe OO CBAKOI N-TOr OpMapuha W, akO je OH OTBOPEH,
3aTBOPU I'a, &, aKO je 3aTBOPEH, OHOa ra orBapa. Ha kpajy, ceux 2023 ydeHMKA IPUCTYIUIO
je mpouecy orBapama/3arBapama opMmapulia.

(a) HakoH oBe urpe, KOJNMKO je OCTajo OTBOpeHux opMapuha?
(6) Kouuko je opmapulia TayHo nBa IyTa OTBOPEHO U jeIHOM 3aTBOPEHO?

5. Heka cy =,y € R TakBu ma cy = +y u 2 + y panuoHAIHEN OPOjeBU.

(a) Axo je u o + y? parmuoHaNaH, MOPajy i1 T U Y OUTU PAIMOHATHU?
(6) Axko je m x® + y pammomHaJsaH, MOpajy U T W Y OUTH PATMOHAIHU?

Bpewme 3a pang 180 munyTa.
Cpaxku 3amarak Bpemu 20 moeHa.
Pemema 3amaTaka nerasjbHO O0OPA3JIOKUTHA.



Munucrapcreo npoceere Penyosmke Cpbouje
JIpymrBo maremarunuapa Cpouje

ORKPYsRHO TAKMUYEIHLE 13 MATEMATURE
4. mapt 2023.

pyru pa3pen - A xkareropuja

1. Hahwu cBa peasna pemema jeaHavnHe

x+\/4;v+\/42m+\/~--+\/42023x+ —Vr=1.

2. Herka je taurka O cpemumre onucane kKpyskaume oko Tpoyriaa ABC y kojem Baku
sin qcos 8 = sin<ycos~y, rme cy «, 5 4 7y, peaoM, BeJUUYNHE YHYTPAIILUX YIJI0Ba y TEMEHUMA
A, B u C Tor tpoyriua. Ilokasatu na ce npasa AQ, npaBa oapebhena Te;KUITHOM Iy:KU, KOja
camp:KM Tadyky B TOr Tpoyria, U cuMmMeTrpaja yHyTpalmer yriaa y temeny C' ceky y jemHoj
TAYKH.

3. Hahu cBe napose npuponuux Gpojesa (z,y) Takse na Basku 27 + 11 = 3.

4. Hart je ckyn S = {1,2,...,2022}. Ha ronuko ce HaumHa MoOke omabparu k-TownaHu mo-
nexyn M ckyma S (2 < k < 2022) rakaB ma y ckymy M He mOCTOje IBa eNeMeHTa unju je
36mp jemuak 2022, Hutn nBa ynju je 30up jemnax 20237
5. Heka 3a mosutuBHe peaJsiHe OpojeBe a, b U ¢ Baske jeTHAKOCTU

a?+ab+b2> =144, ¥® +bc+c® =25 u 2 + ca+a® = 169.

Onpenuru Bpemsoct uszpasa ab + be + ca.

Bpewme 3a pan 180 munyTAa.
Cpaku 3amarak Bpemu 20 moena.
Pemema 3amaTaka metasbHO 00pPa3JIOKUTHU.



Munucrapcreo npoceere Penyosmke Cpbouje
JIpymrBo maremarunuapa Cpouje

ORKPYsRHO TAKMUYEIHLE 13 MATEMATURE
4. mapt 2023.

Tpehu paspen - A kareropuja

1. Yronuro je AB = A u BA = B, nokazaru na cy marpure A u B umemMnorenTHe, Tj. na je
A?2=Awu B?=8B.

2. Ilat je Tpoyrao ABC. Heka cy S u S,, penom, cpequiire ynucatne Kpy:;KHUIE U CPEAUIITE
CIIoJba TPUNMCAHE KPYsKHUIE Koja omarosapa TeMeny A Tor tpoyria. Arko je D momaoxje
BucuHe u3 temena A m S’ Tauka cumerpuuna Taukm S y omHOCcy Ha npaBy BC, mokaszatu na
cy Tauke S,, S’ u D xonuHeapHe.

3. a nau mocroju GECKOHAYHO MHOIO MPUPOIHUX OpOjeBa 7 TAKBUX M4 MOCTOj€ MPUPOIHU
6pojeBu n,as,as, ..., a, € N\ {1} raksu na Baxku

nl=ai!-asl-az!-...-a!?

4. Ilaro je k mymrapana u n kKeHa MeDhy KOjuMa MOCTOje HEKM MapoBU Koju cy MelycobHo
KOMIATUOUIHN, TP YEMY je CBaka :KeHa KoMmaTuOwmiHa ca bapeM jemnuMm Mmymrapiem. [1o-
3HATO je ma Huje Moryhe CBaKOr MyMIKApIA OKEHUTHU Ca KOMIATHUOWIHOM sKeHOoM, Mehyrum,
ako m3banmuMo OMIO KOI MyIIKaplla, OBO mocTaje mMoryhe 3a mpeocrase. [lokaszaru nma je
k=n+1.

5. Onpemutu cBe ¢pyuruuje f: R — R 3a koje Baku

FW) f(x+y) +af() + fzy) = flz+y)°

3a cBako z,y € R.

Bpeme 3a pan 180 munyTa.
Cpaxku 3anarak Bpemu 20 moeHa.
Pemema 3amaTaka merasbHO OOpPA3JIOKUTHA.



Munucrapcreo npoceere Penyosmke Cpbouje
JIpymrBo maremarunuapa Cpouje

ORKPYsRHO TAKMUYEIHLE 13 MATEMATURE
4. mapt 2023.

YerspTHu paspen - A Kareropuja

1. Har je HeroncranTan upenyuurbuiaan noauaoMm P € Q[z]. Heka cy a,b € R rakBu na je
P(a)=P(b)=0na—>beQ. Iorasaru na je a =b.

Hamomena: 3a monunom P € Q[z] kaskeMo na je npexynuubuiIaH ako ce He MOKe IPeICTaBUTH
KA0 IPOU3BOJ ABa HEKOHCTAHTHA HoJuHOMa u3 Q[z].

2. ar je rouBercan yersopoyrao ABCD. Heka cy F u F Tauke noaupa ynucaHe KPy:KHUIE
tpoyraa ABD ca crpanunama AD u AB, penom, a G u H Tauke noaupa ynucase KpPy:KHUIE
Tpoyria BCD ca crpamunama BC u CD, pemom. Iokasaru na ce npase EF, GH u BD
CEeKy y jeIHO] TauKu WU Cy CBE TPU HapaJieJHe aKO U CaMo ako je verBopoyrao ABCD
TAHCEHTAH.

3. Oppemuru cse ¢pyuruuje f: N — N Takse na Baxku
f(m) + f(n) [ m!+nl,

3a CBe MpPUpPOJIHE OpojeBe m U M.

4. (a) Komuko mocToju an3osa noackymnosa Aq, Ag, ..., Ajgo 1 A101 cxyma {1,2,3,...,2023} tako
na 3a cBako i € {1,2,3,...,100} Baxn |A;AA; 11| = 1017
(6) Koauko uMa TakBUX HU30Ba MOACKYIOBA 3a KOje HOmaTHO Basku u |A1g1 AA;| = 1017

5. Hara je ¢pyurmumja f: N — N TakBa ma 3a cBaka nBa paszianumrta OIpupomHa 6poja a,b € N,
takBa na a | b, Basku f(a) < f(b). Ia au f mopa Gutu meomamajyha?

Bpewme 3a pan 180 munyTAa.
Cpaku 3amarak Bpemu 20 moeHa.
Pemema 3amaTaka merasbHO 00pPa3JIOKUTHU.



Munucrapcreo npoceere Penyosmke Cpbouje
JIpymrBo maremarunuapa Cpouje

ORKPYsRHO TAKMUYEIHLE 13 MATEMATURE
4. mapt 2023.

IlpBu pa3pen - b kareropuja

1. I'pyna yuenuka yuecTBOBaJja je Ha Kpocy. llpomenar Opoja ydyeHMKa KOjU Cy WCIIYHUJIU
HOpMy je He Mamu on 96,8%, a muje mm Behu onm 97,2%. Koju je majmamu moryhu 6poj
VUEeHUKa KOjU CY y4YeCTBOBAJU HA TOM KpPOCY?

2. Taurka E je cpemumre crpaunune AB uyerBopoyraa ABCD. Tauke F' u G cy TakBe na
Basku EF = BC u EG = AD. Axo je tauka H cpemumre CD, mokasaru ma cy tauke F, G
u H xosuneapse.

3. Ilat je mpupoman 6poj n koju mMa 6 pPasIUYUTUX TPUPOMHUX MeJauUIala duju je 30up
jemnak 22. Iloxkaszatu ma je n memus ca 420.

4. Hera je N3 = {1,2,3...,13}. Konuko uma 6ujexmmja f: N3 — N3 raksux na je f(3) =13,
npu uemy, 3a cBe x € Ni3 \ {3}, Baxku na cy z n f(z) pasauuure napuoctu?

5. Jenmna mpocropuja je Ha moueTky npasna. CBakor MUHyTa WM jemHa ocoba ybhe y my umm
nBe ocobe u3 me m3aby. Mowke nmu mocse tavno 100 catu y mpoctopuju outm tauuo 2023
ocobe?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Cpaku 3amarak Bpemu 20 moena.
Pemema 3amaTaka merasbHO 00pPAa3JIOKUTHU.



Munucrapcreo npoceere Penyosmke Cpbouje
JIpymrBo maremarunuapa Cpouje

ORKPYsRHO TAKMUYEIHLE 13 MATEMATURE
4. mapt 2023.

Ilpyru pa3pen - b kareropuja

1. Heka cy a, b u ¢ mo3utuBHU peannu OpojeBu u Heka je a + b < ¢. IlokaszaTu ma BpegHOCT
n3pasa

\/a+b+c+2\/ac—|—bc+\/a+b+c—2\/ac—|—bc

HE 3aBUCU OI @ U1 b.

2. YKOJIMKO HOCTOjU, UCIUTATU N4 JIU je TPOyrao Yuje Cy BUCHUHE:
(a) 5cm, 12 cm, 13 cm; (6) 6cm,9cm, 12 cmy;

OmITPOYTJIX, IPAaBOYIVIN NJIA TYIIOYI'JIN.

3. AKo cy CcBU Koe(UIWjeHTH KBaIpaTHe jemHaumue ar’ + br + ¢ = 0 Hemapsu nenu Gpojesn,
IOKA3aTU Aa TaIa peleimha Te jeHAYWHE He MOTY OUTHU PanuoHaJHU OPOjeBU.

4. Jloka3aTu na ce y TpU Mepema Ha Baru ca TepasujaMa, o1 YKyIHO 23 KyrJule, Koje Cy
jenHake IO CBUM aTpubyTmMa, OCHM IITO je TAYHO jeqHa TeKa Ol OCTaJIUX, Moyke nmpoHahm
Ta TEeXKa KyTJIUNa.

5. Y ckymy peanHux OpojeBa pEIIMTH HEjeTHAUUHY

1-— V1-—
VA + T s T
vVi—-x-—1 vVi—x+1

Bpewme 3a pang 180 munyTa.
Cpaxku 3anarak Bpemu 20 moeHa.
Pemema 3amaTaka nerasbHO OOPA3JIOKUTHA.



Munucrapcreo npoceere Penyosmke Cpbouje
JIpymrBo maremarunuapa Cpouje

ORKPYsRHO TAKMUYEIHLE 13 MATEMATURE
4. mapt 2023.

Tpehu pa3zpen - B xkareropuja

1. Pemutu cucrem Hejemnaumua
x- logo,5(:v2 +3z) +logg 9% > 0

2logy 3 — 3logg 45

4> .
v log, 75 +logg o5 3

2. Tpoyrao porupa, penoM, OKO CBOjUX CTPAHUIA 4duje Cy Hy:KuHE ¢ 1 b. Y (QyHKUUju ox a
u b U3pa3uTu OOHOC 3aMpPEMUHA TAKO HOOUjEHUX Tesa.

3. Hahu cBe npupomae 6pojese n > 1 3a roje Basgku n! | n™ — 2023.

4. Ha KoMuKO HaumHa Ce MOT'Y CTABUATH 0eiia qaMa U HPHU CKAKad Ha IPa3Hy MIAXOBCKY TabiIy
8 X 8 Tako ma HujemHa o Te ABe GUrype He Hamama Ipyry?

5. Ilospmmna Tpoyria ABC je 289cm?. Heka cy M, N u P tauke ma npasama BC, CA

u AB, pasauuute on tavyaka B, C' u A, pemom, Tor Tpoyrisa takBe na Baxku CB = CM,
AC = AN u BA = BP. Oapenuru nospmuny tpoyraa MNP.

Bpewme 3a pan 180 munyTAa.
Cpaxku 3anarak Bpemu 20 moeHa.
Pemema 3amaTaka merasbHO OOPA3JIOKUTHU.



Munucrapcreo npoceere Penyosmke Cpbouje
JIpymrBo maremarunuapa Cpouje

ORKPYsRHO TAKMUYEIHLE 13 MATEMATURE
4. mapt 2023.

Yerepru pa3pen - b kareropuja

1. Y 3aBucCHOCTH OJ peaJiHOT mapaMmMeTpa M AUCKYTOBATU KOJUKO DPEAJHUX pellema UMa
jemHaynHa,
|22 + 2 — 2| =24+ m.

2. IlokaszaTu na je HOBPIIMHA OPABUIHOT OCMOYIJIA jeIHAKA IPOU3BOLY AYKUHA EErOBE Ha-
jMame u merose HajBehe mujaromade.

3. Y ckyny meamux GpojeBa pemuTH jemHaunHy I° + 24 = 27,

4. Asuo-romnanuja Ep-JIMC xkenu na 150 myTHUKA pacmopenn Ha UCTO TOJIUKO CEAUNITA Y
aBUOHY, KOja cy pacmnopebena y 25 pemoBa ca mo 6 cemuinra, 3 ca CBake CTpaHe IPOJa3a.
I[Ipu Tome, Hekn mwyTHUnU myTyjy y rpynama u Ep-AMC xkenu na ux pacnopenu mro Oamke
jemHe OpyruMma: OBe T'DyIe O YeTUPU IMyTHUKA, TAKO Ja ABOje Cele TAYHO WUCIPeI IPYro
IBOje U3 I'pyle; meT Ipyna ol TPoje U ocaM I'pyla O ABOje TaKO Ha Cele Ha TPU, OJHOCHO
IBa, y3aCTOIHA CEAUINTa Yy Peny, HeOPEKUHyTa Npoja3oM. Ha KOJIMKO pasIndyuThUX HAUYWHA
Ep-IIMC moke pacmopenuTu IyTHUKE y OBaj aBUOH?

5. Heka je n mpupoman 6poj. Horazatu ma 3a x > 1 Baku HejeTHAKOCT

1
nen <xr+n—1.

Bpewme 3a pang 180 munyTa.
Cpaxku 3anarak Bpemu 20 moeHa.
Pemema 3amaTaka meTasbsHO OOpPAa3JIOKUATHA.



