
Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

4. mart 2023.

Prvi razred - A kategorija

1. Neka je ϱ binarna relacija definisana na skupu N tako da za sve x, y ∈ N va�i

x ϱ y
def
⇐⇒ (∃k ∈ A) x+ 2y = 3k · x.

U svakom od sluqajeva:

(a) A = N; (b) A = T, gde je T skup neparnih prirodnih brojeva; (v) A = Q;

ispitati da li je relacija ϱ relacija poretka na skupu N i, u sluqaju da jeste, ispi-
tati da li je relacija totalnog poretka. Tako�e, u svakom od sluqajeva ispitati da li
je relacija ϱ relacija ekvivalencije na skupu N i, ako jeste, odrediti odgovaraju�e
klase ekvivalencije?

2. Na stranicama oxtrouglog trougla ABC date su taqke A1 ∈ BC, B1 ∈ CA i C1 ∈ AB
tako da je ^CC1B = ^AA1C = ^BB1A = φ, gde je φ oxtar ugao. Du�i AA1, BB1 i
CC1 seku se u taqkama M , N i P . Dokazati da se ortocentar trougla ABC poklapa sa
centrom opisanog kruga trougla MNP .

3. Neka je S konaqan podskup skupa prirodnih brojeva takav da za svaka dva elementa
x i y iz skupa S va�i da postoji z ∈ S tako da z | x−y. Dokazati da postoji element iz
skupa S koji deli sve ostale elemente tog skupa. Da li tvr�eǌe ostaje na snazi kada
je S konaqan podskup skupa celih brojeva?

4. U jednoj osnovnoj xkoli svako od ukupno 2023 uqenika ima jedan ormari� na kojima
su napisani, redom, svi brojevi od 1 do 2023. Pretpostavimo da su na poqetku svi
ormari�i zatvoreni. Uqenici te xkole su odluqili da se poigraju, te da svako od
ǌih ode i otvori/zatvori pomenute ormari�e. Prvi uqenik polazi i otvara, redom,
sve ormari�e. Za ǌim kre�e i drugi uqenik i ide i zatvara svaki drugi, tj. ormari�
sa parnim brojem, itd. Uqenik n ide do svakog n-tog ormari�a i, ako je on otvoren,
zatvori ga, a, ako je zatvoren, onda ga otvara. Na kraju, svih 2023 uqenika pristupilo
je procesu otvaraǌa/zatvaraǌa ormari�a.

(a) Nakon ove igre, koliko je ostalo otvorenih ormari�a?
(b) Koliko je ormari�a taqno dva puta otvoreno i jednom zatvoreno?

5. Neka su x, y ∈ R takvi da su x+ y i x2 + y racionalni brojevi.

(a) Ako je i x+ y2 racionalan, moraju li x i y biti racionalni?
(b) Ako je i x3 + y racionalan, moraju li x i y biti racionalni?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Drugi razred - A kategorija
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2. Neka je taqka O sredixte opisane kru�nice oko trougla ABC u kojem va�i
sinα cosβ = sin γ cos γ, gde su α, β i γ, redom, veliqine unutraxǌih uglova u temenima
A, B i C tog trougla. Dokazati da se prava AO, prava odre�ena te�ixnom du�i, koja
sadr�i taqku B tog trougla, i simetrala unutraxǌeg ugla u temenu C seku u jednoj
taqki.

3. Na�i sve parove prirodnih brojeva (x, y) takve da va�i 2x + 11 = 3y.

4. Dat je skup S = {1, 2, . . . , 2022}. Na koliko se naqina mo�e odabrati k-toqlani po-
dskup M skupa S (2 6 k 6 2022) takav da u skupu M ne postoje dva elementa qiji je
zbir jednak 2022, niti dva qiji je zbir jednak 2023?

5. Neka za pozitivne realne brojeve a, b i c va�e jednakosti

a2 + ab+ b2 = 144, b2 + bc+ c2 = 25 i c2 + ca+ a2 = 169.

Odrediti vrednost izraza ab+ bc+ ca.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.



Ministarstvo prosvete Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

4. mart 2023.

Tre�i razred - A kategorija

1. Ukoliko je AB = A i BA = B, dokazati da su matrice A i B idempotentne, tj. da je
A2 = A i B2 = B.

2. Dat je trougao ABC. Neka su S i Sa, redom, sredixte upisane kru�nice i sredixte
spoǉa pripisane kru�nice koja odgovara temenu A tog trougla. Ako je D podno�je
visine iz temena A i S′ taqka simetriqna taqki S u odnosu na pravu BC, dokazati da
su taqke Sa, S′ i D kolinearne.

3. Da li postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva r takvih da postoje prirodni
brojevi n, a1, a2, ..., ar ∈ N \ {1} takvi da va�i

n! = a1! · a2! · a3! · . . . · ar! ?

4. Dato je k muxkaraca i n �ena me�u kojima postoje neki parovi koji su me�usobno
kompatibilni, pri qemu je svaka �ena kompatibilna sa barem jednim muxkarcem. Po-
znato je da nije mogu�e svakog muxkarca o�eniti sa kompatibilnom �enom, me�utim,
ako izbacimo bilo kog muxkarca, ovo postaje mogu�e za preostale. Dokazati da je
k = n+ 1.

5. Odrediti sve funkcije f : R → R za koje va�i

f(y)f(x+ y) + xf(x) + f(xy) = f(x+ y)2,

za svako x, y ∈ R.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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1. Dat je nekonstantan ireducibilan polinom P ∈ Q[x]. Neka su a, b ∈ R takvi da je
P (a) = P (b) = 0 i a− b ∈ Q. Dokazati da je a = b.

Napomena: Za polinom P ∈ Q[x] ka�emo da je ireducibilan ako se ne mo�e predstaviti
kao proizvod dva nekonstantna polinoma iz Q[x].

2. Dat je konveksan qetvorougao ABCD. Neka su E i F taqke dodira upisane kru�nice
trougla ABD sa stranicama AD i AB, redom, a G i H taqke dodira upisane kru�nice
trougla BCD sa stranicama BC i CD, redom. Dokazati da se prave EF , GH i BD
seku u jednoj taqki ili su sve tri paralelne ako i samo ako je qetvorougao ABCD
tangentan.

3. Odrediti sve funkcije f : N → N takve da va�i

f(m) + f(n) | m! + n!,

za sve prirodne brojeve m i n.

4. (a) Koliko postoji nizova podskupova A1, A2, ..., A100 i A101 skupa {1, 2, 3, ..., 2023} tako
da za svako i ∈ {1, 2, 3, ..., 100} va�i |Ai△Ai+1| = 101?
(b) Koliko ima takvih nizova podskupova za koje dodatno va�i i |A101△A1| = 101?

5. Data je funkcija f : N → N takva da za svaka dva razliqita prirodna broja a, b ∈ N,
takva da a | b, va�i f(a) < f(b). Da li f mora biti neopadaju�a?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Prvi razred - B kategorija

1. Grupa uqenika uqestvovala je na krosu. Procenat broja uqenika koji su ispunili
normu je ne maǌi od 96, 8%, a nije ni ve�i od 97, 2%. Koji je najmaǌi mogu�i broj
uqenika koji su uqestvovali na tom krosu?

2. Taqka E je sredixte stranice AB qetvorougla ABCD. Taqke F i G su takve da
va�i

−−→
EF =

−−→
BC i

−−→
EG =

−−→
AD. Ako je taqka H sredixte CD, dokazati da su taqke F , G

i H kolinearne.

3. Dat je prirodan broj n koji ima 6 razliqitih prirodnih delilaca qiji je zbir
jednak 22. Dokazati da je n deǉiv sa 420.

4. Neka je N13 = {1, 2, 3 . . . , 13}. Koliko ima bijekcija f : N13 → N13 takvih da je f(3) = 13,
pri qemu, za sve x ∈ N13 \ {3}, va�i da su x i f(x) razliqite parnosti?

5. Jedna prostorija je na poqetku prazna. Svakog minuta ili jedna osoba u�e u ǌu ili
dve osobe iz ǌe iza�u. Mo�e li posle taqno 100 sati u prostoriji biti taqno 2023
osobe?

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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4. mart 2023.

Drugi razred - B kategorija

1. Neka su a, b i c pozitivni realni brojevi i neka je a+ b < c. Dokazati da vrednost
izraza √

a+ b+ c+ 2
√
ac+ bc+

√
a+ b+ c− 2

√
ac+ bc

ne zavisi od a i b.

2. Ukoliko postoji, ispitati da li je trougao qije su visine:
(a) 5 cm, 12 cm, 13 cm; (b) 6 cm, 9 cm, 12 cm;

oxtrougli, pravougli ili tupougli.

3. Ako su svi koeficijenti kvadratne jednaqine ax2 + bx+ c = 0 neparni celi brojevi,
dokazati da tada rexeǌa te jednaqine ne mogu biti racionalni brojevi.

4. Dokazati da se u tri mereǌa na vagi sa terazijama, od ukupno 23 kuglice, koje su
jednake po svim atributima, osim xto je taqno jedna te�a od ostalih, mo�e prona�i
ta te�a kuglica.

5. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu
√
48 +

√
1− x√

1− x− 1
>

√
1− x√

1− x+ 1
.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Tre�i razred - B kategorija

1. Rexiti sistem nejednaqina

x · log0,5(x2 + 3x) + log3 9
x > 0

x+ 4 >
2 log2 3− 3 log8 45

log4 75 + log0,25 3
.

2. Trougao rotira, redom, oko svojih stranica qije su du�ine a i b. U funkciji od a
i b izraziti odnos zapremina tako dobijenih tela.

3. Na�i sve prirodne brojeve n > 1 za koje va�i n! | nn − 2023.

4. Na koliko naqina se mogu staviti bela dama i crni skakaq na praznu xahovsku tablu
8× 8 tako da nijedna od te dve figure ne napada drugu?

5. Povrxina trougla ABC je 289 cm2. Neka su M , N i P taqke na pravama BC, CA
i AB, razliqite od taqaka B, C i A, redom, tog trougla takve da va�i CB = CM ,
AC = AN i BA = BP . Odrediti povrxinu trougla MNP .

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Qetvrti razred - B kategorija

1. U zavisnosti od realnog parametra m diskutovati koliko realnih rexeǌa ima
jednaqina

|x2 + x− 2| = x+m.

2. Dokazati da je povrxina pravilnog osmougla jednaka proizvodu du�ina ǌegove na-
jmaǌe i ǌegove najve�e dijagonale.

3. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu x3 + 24 = 2x.

4. Avio-kompanija Er-DMS �eli da 150 putnika rasporedi na isto toliko sedixta u
avionu, koja su raspore�ena u 25 redova sa po 6 sedixta, 3 sa svake strane prolaza.
Pri tome, neki putnici putuju u grupama i Er-DMS �eli da ih rasporedi xto bli�e
jedne drugima: dve grupe od qetiri putnika, tako da dvoje sede taqno ispred drugo
dvoje iz grupe; pet grupa od troje i osam grupa od dvoje tako da sede na tri, odnosno
dva, uzastopna sedixta u redu, neprekinuta prolazom. Na koliko razliqitih naqina
Er-DMS mo�e rasporediti putnike u ovaj avion?

5. Neka je n prirodan broj. Dokazati da za x > 1 va�i nejednakost

nx
1
n 6 x+ n− 1.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.

Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


