MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo maremaTuuapa Cpouje

11. CPIICKA MATEMATNYKA OJIMMIINJA ITA
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

31. mapt 2017.

IIpBu nmaun

Hexa cy a, b u ¢ no3utuBHU peasau 6pojeBu 3a koje Baku a+b+c = 1. IlokazaTu:

avV2b+ 1+ bv/2c+ 14 cv2a+1 < /2 — (a2 + b2 + c2).
(Huxona Ilemposuh)

Ilat je kouBekcan tetuBaH yerBopoyrao ABCD. Herka ce npaBe AD u BC ceky
y taukn F. Ha crpamunama AD u BC cy omabpame tauke M u N, pemnow,
takBe na Baxku AM : MD = BN : NC. Kpy:xkuune onucane oko tpoyriaa EMN
u yerBopoyria ABCD ceky ce y taukama X u Y. Ilokazaru na ce npase AB,
CD u XY ceky y jemHO] TAuKy WU Cy CBE HMapaJiesiHe. (Aywan Byxuh)

Y Bpctu ce Hamasu 2n—1 cujanuna. Y modveTky je cpenma (n-ta) ynaJseHa, a CBe
ocTaJie Cy yrameHe. Y jemHOM KOPaKy je DO3BOJLEHO onabpaTu IBe HecycemoHe
yralieHe cujaauile udMelhy KOjux Cy CBe CUjajulle yIas/beHe, U TPOMEHUTU CTAHE
TUM ABEMa CUjaJUIaMa, Ka0 U CBUM CHjajiMiiaMa udMehy mux (Ha apuMmep, Ol
KOH(Urypanuje @ oo oe nobuja ce oeeeo). Konmuko majsume kopaka je moryhe
U3BPIIATE ] (ywarn Byxuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabsHO 0OPa3I0KUTHU.
Caku 3agarak Bpenu 7 60moBa.



MwuHucTapCcTBO IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOIIKOT Pa3Boja
IpymTBo maremaTuuapa Cpouje

11. CPIICKA MATEMATNYKA OJIMMIINJA ITA
YUEHNKA CPEOILUX IIIKOJIA

1. aopua 2017.

Ipyru nan

Hexa je a mpupogan 6poj Takas 1a 3a CBaku OIpUpOAaH 6poj n 6poj n?a — 1 uma
0ap jeman mesmiarn Behu ox 1 Koju maje ocratak 1 mpu mememy ca n. Jlokaszaru
a je a MOTIYH KBaIpAaT. (ywan Byxuh)

OnpenuTu KOJIMKO Ce HajBUIIE KpAJLUIla MOKe mocrtaButu Ha Tabay 2017 x 2017,
IpU YeMy CBaKa KpaJbUIla CMe [a Hallaa HAajBUIIE jeTHY O IPEOCTAJIUX.
(bojan DBawuh u xomucuja)

Heka je k kpy:xuumna ommcana oxko NABC, a k, npunucana Kpy;KHAIIA HACIPAM
temena A. IIBe 3ajemruure TaHrente Kpy:kauna k u k, cexky npasy BC y taukrama
P u Q. Horazaru na Baxku <PAB = <1QAC. (Aywan Byxuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka merabsHO 0OPa3I0KUTHU.
Caku 3amarak Bpenu 7 60m0Ba.



PEIIIEIHA

Ksampupamem obe crpane n kopumhemenm jemaaxoctu 1 — a? + b2 + ¢ = 2(ab +
bc + ca) HejeIHAKOCT M3 3aJaTKa Ce CBOAU HA

L= 2a%b+ 2b%c+ 2c%a+
2ab\/(2b+ 1)(2¢ + 1) + 2ber/(2¢ + 1)(2a + 1) + 2ca/(2a + 1)(2b + 1) <
D = 4(ab+ bc+ ca).

Mo AM-T'M nejemnarkoctu mmamo 2aby/(2b+ 1)(2¢ + 1) < ab(2b+2¢+2) u anamnor-

HO 2bcy/(2¢ +1)(2a + 1) < be(2¢+2a+2) u 2car/(2a + 1)(20 + 1) < ca(2a+2b+2),
ma cabupameM mo0OUjaMo

L < 2(a®b+b%c+ c?a+ ab?® + bc? + ca® + 3abe) + 2(ab + be + ca) =
2(a+b+c+1)(ab+ bc+ ca) = 4(ab+ be+ ca) = D.

Apyzo pewewe. Pyurumja f(x) = /r je kourasua jep je f'(x) = 2/\/x onamajyha
¢yurnuja. [Ipumenom JeHceHOBe HejenHaKOCTH ca TeXUHaAMa a, b 1 ¢ nobujamo

avV2b+1+b/2c+14+cv2a+1 < +/a(b+1)+b(2c+ 1)+ c(2a+ 1)
= /1+2(ab+ bc+ ca) = /2 — (a® + b2 + c2).

Hanomena. Aro ce momyctu ma Hexku on OpojeBa a,b,c Oyme Hysa, je IHAKOCT Ce

IDOCTU:KE Y ciyJdajeBuMa a = b =c = % u (a,b,c) =(1,0,0) ca mepmyTanujama.

Y cayuajy AB || CD tBpbheme je tpusBujanuo: tauke X u Y cy cumerpuyHe y
omHocy Ha cumerpasy nyxu AB u CD u Baku AB || XY || CD.

Heka je AB || CD. Tana onucanu Kpyrosu ki u ko TpoerIOBa EAB u ECD
“Majy IpYyry npeceuny tauky P # E.
N3 <PAD = <PBE u <PDA = 180° —
<PDFE = 180°—<PCFE = <«<PCB cnemu
na cy tpoyraosu PAD u PBC cauvnu.
I[Ipm oBoj camunoctu Taukm M y
APAD onrosapa tauka N y APBC,
na je <PMFE = <PNE. 3akmyuayjemo
ma tauke £, P, M u N nexe Ha UCTOM
KpyTy k3.

Karko Tauka F' nma jenHaky mOTeHIU]Y
FA-FB=FC-FD y omuocy ua kpyrose ki, ko u kpyr k omucan oko ABCD, ona
nexku Ha pamukasgau ocu EP kpyrosa ki u ky. Cana je jomm FA-FB=FE-FP,
ma I rakobhe nmpunana pamuraJsuoj ocu kpyrosa ki u k3, a To je mpaa XY.

Lpyeo pewewe. Hera cy k, ki, ko u k3 pemoMm onmcanu KPyroBU UYETBOPOYTJIa
ABCD u AEAB, AECD u AEMN. Tpeba noka3aTtu ga ce paIuKaJHUA MEHTPU
tpojku kpyrosa (k, ki, ko) u (k, k1, k3) noknanajy (Moskna y OECKOHAYHO] TAUKHM).
IToBOJ/bHO je moka3aTu ma KpyroBu ki, ko, ks mMajy 3aje JHUUKY PaIUKAJIHY OCY,
Tj. na cy wuxoBu nearpu O, 02, O3 penoM KOJIUHEAPHU.




3a ¢ = 1,2,3, o3aaunmo ca F; tauky cumerpuuny tauku E y omuocy Ha O;.
JlorkazaheMmo ma ce tauka Fs3 mokiamna ca TaYyKOM E:’), Ha nysxu FqyEy TakBoM na
je FAEL : E{FEy = AM : M D. 3awucra, nomro je E1A L AD u E;D | AD, us
Tanecose Teopeme ciemu ESM | AD; ananoruo je E5N L BC, na je Ef = Es.

. 2ntl_p
Oparosop je [T]

Hpunpyskumo i-1oj cujamumu 6poj 2/~ u IeUHUIUMO 8pedHOCm KOHPUTY-
pamuje Kao 30mup OpojeBa Ha ymna/beHUM CHUjadulaMa. BpemHocT mojia3He KOH-
¢urypanuje je 1, a npu cBAKOM KOpaky oHa ce noBehaBa 3a mIpUpPOIAH YMHOKAK
opoja 3. Kopak moBehaBa BpeqHOCT 3a TaYHO 3 aKO N-Ta CUjaAJUIA MEHA CTAE;
OBaKaB KOPaK 30BEMO 000pUM.

ITomTo BpemHOCT He MOke na mpemamm 27! — 4 (jep ce He MOry ymajauTu CBe
n+1__ . .

%] kopaka. OBaj G6poj ce Moske
. . ntl_

HOCTUNU: MOBOJHLHO je MOKa3aTu Oa je Moryhe m3Bpiutu 6ap 277 KOpakKa.

cujanuie), Huje Moryhe u3BpmuTu BUIie ox |

IlorazaheMo MHIYKIMUjOM IO N A&, HOYEBIIN O KOHPUIypaluje BpeTHOCTU Haj-
BUIIE 3, MOKEMO Ja HM30M JOOPUX KOopaka noOmjeMO KOHPUTYpalujy BpeTHOCTH
6ap 2" — 6. OBo ce muperrHO mpoBepasa 3a n < 2. Hera je n > 3. Ilo unayk-
TUBHO] MpPETIOCTaBIM 3a n — 1, Moryhe je mohu mo koHUrypaluje BpeaHOCTH
bap 2" — 6 ca IpPBOM ¥ HOCJIENHOM CHUjATUIOM yTamleHOM. Y TaKBOj KOH(UIY-
pamuju, OCUM IpBe U MOCJeNime cujanuie, Mory outu yramesne (1°) camo n-rta,
(2°) camo n-Ta u jemHa on HOj cycequux, uau (3°) caMo jenHa onx OBe cycemHe. Y
CBAKOM OJf OBa TPU CjJydaja, y HajBuile Tpu J0OPa KOpaka MOCTUKEMO na MPBa
U IOCIeqmha Cujanna Oyny yhna/beHe M A BPEeTHOCT OCTaTKa KOH(OUIypaluje
(6e3 oBe mBe cujasune) O6yme HajBume 3.
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[lonoBHA mpuMeHaA MHIYKTVWBHE IPETIOCTABKE 3a N — 1 3aBpmaBa WHAYKINA]Y.

Heka je n?a — 1 = (nx, + 1)d, (z,,d, € N). Tana je d, = —1 (mod n), na je

n?a —1= (nz, +1)(ny, — 1) 3a Hexe T,,y, € N,

IITO C€ CBOAU HA NA — NTpYn = Yn — Tp > —TpYy. OnaBae nobujamMo T, < TnY, <
—5a < 2a. Cneqm na y HU3Y X1, T2, ... HOCTOJU YJIaH KOjU ce€ jaB/ba OECKOHAYHO
muoro myTa. Osmaummo Taj wman ca X. Taza nX + 1| n?a — 1 u ogatie

nX +1|X?*(n%a—1)—a(n®2?-1)=a— X>
3a GeckoHauHO MHOTO O6pojesa n. OBo je moryhe camo 3a a—X?2 =0, 1j. X? = a.

Alpyeo pewewe. Kao u y npsom pememy, Heka je n?a —1 = (nz, +1)(ny, — 1), Tj.
Yn — Tn = n(a — pYn) = nd,. Paznukyjemo Tpu ciayuaja.




(1°) Axo je d,, > 0, ongna je a = d,, + x,(z, + nd,) > nd,z,, mro je Hemoryhe
3a N = a.

(2°) Ako je d,, <0, ouma je a =dy + Yn(yn — ndyn) = y2 — dy(nyn, — 1) > ny, — 1,
mTo je Hemoryhe 3a n > a+ 1.

2

(3°) Arxo je d, =0, ouzma je a = x;. TOTIYyH KBaIpaT.

Oszunaunmo n = 2017. IIpermocraBuMo ma je mocTaB/beHO M > n KpaJsuna. Hu
y jemHOj BPCTUM HeMa BWUIIE O ABE KpaJbulle, Ia ce y 0ap m — n BpcTa HajJase
O JBe KpaJbulle, TAKO na mMa HajBume m — 2(m —n) = 2n — m Kpasbuina Koje
cy came y cBojoj Bpctu. Cranuno, HajBuUime 2n — m KpPaJbUila Cy caMe y CBOjOj
roaouu. C ;[pyre cTpaHe, CBaKa KpaJbuIla je camMa y CBOjOj BPCTU WUJIU y CBOjO]j
KOJIOHU, Ta je m < 2(2n —m), omakie je m < [%”] = 2689.

Ha caunmu A je mpuka3ano mocraB/bame 8 kKpassuia Ha Tabiay 6 X 6 y ckiaamy
ca 3axTeBOM 3anaTka. llpe kKoHCcTpykmuje nmpumepa Ha Tabsam 2017 x 2017 pas-
MoTpuhemo ciaenehu pacmopemn KpaJsbuia;:

e Ha Tabny 335 x 335 moryhe je mocraButu 335 kpassuiia Koje ce melhycoOHO
HE HAMANAJY 4aK MU ako ce dujazonane npodyxce no modysy 335. 3awmcra,
IOBOJLHO je MOCTaBUTU KpaJbuile Ha cBa mosa (x,y), 1 < z,y < 335, 3a
koja je y = 2z (mod 335), kao Ha cauuu B. 3awucra, Tanga cy cBu 30UpoBU
T +y MebhycobHo paznuuntu mo Moayay 335, cBe pa3juke x — Yy Takobhe, ma
HUKOje IBe KpaJbUlle HUCY Yy MCTOj BPCTHU, KOJIOHU WJIU AVjarOHAJIU.

[Tomenumo Tabmy 2017 x 2017 Ha mpaBoyraoHuke u KBaapaTe cTpanuia 335, 6 u
1, kao ma caumu B. KBanpare oGeneskene ca b 1 A monyrnmhemo pemom kao Ha
cimukama b u A, a y ropme mecHo mosse Tabie moctraBuheMo joIl je1HY KPAaJbUILy.
OBako cmo ykynHO noctasuiu 8-335+8-+1 = 2689 kpasuna. Jlako ce npoBepasa
Ia OBAKBO MOCTABJ/hal€ 33I0BOJHABA yCJIOBE 33IaTKA.
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Hanomena. Tabima n X n ymje cy mujaroHajie mpoaysKeHe IO MOIYJYy 7 30BE Ce
mopycra mabaa. Ha Topycuy Ttabay n X n moryhe je moctaBuTu n KpaJoUIila Koje
ce MmebhycobHo He Hamanajy ako u camo ako je n = £1 (mod 6). OBo je mokaszano
y 4. 3amatky ca CMO 2012.

Heka ymyrpamma u cnomaa cuMmerpasa yraa BAC cexky npaBy BC pemom y
raukama D u (mosxkna Geckonaunoj) Dp. 3ajeqHnuKe TaHTEHTE C€ CEKy Y LEHTPY
T mosutwBHE XOMOTeTHje H KOja CIUKa MPUMUCAHU KPYT W, y ommcaHu Kpyr ().
Axo je T Gecrkomauna Taudka, H je TpaHcJalnuja, a OCTaTak JOKa3a je UCTU.



Jlema. Hexka mpoumsBospHa mpasBa p Kpo3 D ceue rpyr () y taurama M um N.
Tanreate y M u N na () cexy npaBy BC pemom y taukama P u ). Tana
je <PAB = <CAQ.

Zoxas. Axo je D Geckonauna Tauka, TBpheme je TPUBUjAJIHO MO CUMETPUjU.

Axo muje, uz APBM ~ APMC nobujamo % = % = %—g u omatie £8 =

MB)? i @B _ (NB)?2 ‘o MB NB _ [MNB] _ DB _ AB
(47¢)"- Cmmuno je QC — (%) - Kaxo je 176 - §& = [MNC] — DiC — AC>
2 .
cienu g—g . % = (‘g—g) , MTO je exkBuBaJieHTHO ca {PAB = <CAQ. O

Axko cy K u L monupHe Tauke 3ajeJHUYKUX TaHTEHTH ca (), ocTaje ma ce MOKake
na Tavka [ nexu Ha npaBoj KL, Tj.
Ha mosiapu Tauyke 1y ommocy Ha ().
[To craBy o mosy m mosiapu, HOBOJLHO
je mokazatu na 1 nexu Ha mojapu d
tauke D y omHocy Ha ().

Osmaunmo ca N cpemumre ayka BAC
kpyra (). Cauka Tauke D npu xomMoTe-
tuju ‘H je npecek S tanreHTu Ha () y
raukama A u N, nma tauka 1 Jgexu Ha
npaBoj DS. C ngpyre crpane, Tayka
D je ma mosmapu d jep je UeETBOpPKAa
(B,C; Dy, D) xapmoHujcka, a Ttavyka S
je Trakobe Ha d jep mosapa tauke S y omuocy Ha (), mrto je nmpaBa AN, camp:ku
taury D;. IIpema Ttome, mpaBe DS u d ce moksnanajy, ynMme je HOKa3 3aBPIIEH.
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