Metoda neodredjenih koeficijenata

Pisali ste nam da vam ova metoda nije bas najjasnija, u smislu kako izabrati funkciju za partikularno resenje

Pokusa¢emo u ovom fajlu da vam na nekoliko primera objasnimo to.

Da se podsetimo:
y +a;y+azy = f (x) je nehomogena diferencijalna jednacina Il reda sa konstantnim koeficijentima.

Najpre trazimo reSenje homogene jednacine:

y +ay +a,y=0
=0

Karakteristi¢na jednatinaje A° +a,A+a,

U zavisnosti od resenja karakteristi¢ne jednacine razlikujemo tri slu¢aja:

1) A,i A, surealna i razli¢ita, onda je : y(x):cle’l‘x+ czeﬂzx
2) i A, surealnaijednaka resenja, onda je : y(x)= c,e™ +xc,e™"
3) A, i A, sukonjugovano kompleksni brojevi : A4, =a+bi, A,=a-bi, ondaje:

y(x)=c,e®cosbx+c,e*sinbx

Sad reSenje zapisujemo : y =y, +y,
yh je re3enje homogene jednacine, a y, je redenje koje traZimo metodom neodredjenih koeficijenata u zavisnosti od f(x).

Ako je f(x)= e™[P,(x)cosbx+Qy(x)sinbx]

1) Ako a = bi nisu koreni karakteristicne jednacine:
Yo = €”[Sn(x)cosbx+Ty(x)sinbx] gde je N=max(n,k)
2) Ako su a T bi koreni karakteristicne jednacine:

Yo = X" €™[Sn(x)cosbx+Ty(x)sinbx] , gde je m-reda a = bi
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Primer 1.

Resiti diferencijalnu jednatinu y -y =e”*,

Resenje:

Homogena jednacina je y''—y =0, pa je karakteristi¢na jednacina:

y'-y=0
A =1=0>4=-11=1

Resenje odgovarajuc¢e homogene d.j. je onda :

y,=Ce " +C,e

Znamodaje y=y, +y, i sledeci posao nam je da nadjemo y,

Nasa funkcija je f(x) = e**.

Po formulije f(x)=e"[P (x)cosbx+ O, (x)sinbx], pa ¢e za nadu funkciju biti:

ovojeb
'£[3~xﬁ—%a=2Ab=0

ovo je a

e =e*[0-cos(0-x)+0-sin(0-x)] > e * *[0-cos
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Sad ispitujemo koliko je a+bi=2+0-i=2.

Ovo uporedjujemo sa resSenjima karakteristicne jednacine, a kako su ona -1i 1, vidimo da nisu ista, pa ham ne treba x ili
x* ispred.

Zakljucujemo da je partikularno resenje oblika:

y, = Ae** — gde je A broj koji cemo traziti.
y,'=24e*
y, =2 24> =44e™

Ovo zamenjujemo u zadatu jednacinu:

yoy=e
44 — 4™ = e

2x 2x 1 1 2x
34e™ =e —>3A:1—>A:§—> yp=§e

v v e . -X X 1 2x
Konatno reSenjeje: y=y,+y, >|y=Ce " +C,e +§e




Primer 2.

Resiti diferencijalnu jednacinu y" —2y'=x.
Resenje:

ResSimo najpre homogenu :

R
A =2A=0->4 =04 =2

ResSenje odgovarajuc¢e homogene d.j. je onda :
y, =Ce"* +C,e* -y, =C +C,e™

Nasa funkcija je f(x) = x.
f(x)=e"[P,(x)cosbx+Q, (x)sinbx]

_ 0x : [o]-x 1 = =
x=e""[xcos(0-x)+0-sin(0-x)]>e [xcos(@-x)+0~sm(@~x)] —-a=0,b=0
Ondaje a+bi=0+0-i=0.

Kad ovo uporedimo sa resenjima karakteristi¢ne jednacine, koja su 0 i 2, vidimo da je jedno isto!

E to nam govori da moramo da stavimo jedno x ispred reSenja koje je u obliku polinoma | stepena: Ax+B, gde su A i B
brojevi koje trazimo.

Dakle:

Y, =x(Ax+ B)
y,= Ax® + Bx
y,=24x+B
v, =24

Zamenimo ovo u zadatu d.j.

y2y=x

2A-2(2Ax+B)=x

24A-4Ax-2B=x

—4Ax+2A4—-2B = x — sad vr§imo uporedjivanje

—44=1
24-2B=0
A=B=—1
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Dobili smo partikularno reSenje:

1 1
— 442 _ 2
yp—Ax + Bx —> yp——zx —Zx
Konacno reSenje je:
2x 1 2 1
y=y,+y,>y=C+Ce —Zx —Zx

Primer 3.
Resiti diferencijalnu jednaginu y ' +2y+y=¢".
Resenje:

V+2y+y=0
A +2A+1=0> 4 =4, =-1

Resenje odgovarajuc¢e homogene d.j. je onda :

Y, = Cle’l'x + sze’l'x —y,=Ce " +Cyxe™”

Nasa funkcija je f(x) = e™.

f(x)=e"[P,(x)cosbx+ O, (x)sinbx]

e =e""[0-cos(0-x)+0-sin(0-x)] > e'X[O-cos(O-x)+0-sin(O-x)] —>a=-1,b=0

Ondaje a+bi=—-1+0-i=-1.

Evo situacije kad karakteristicna jednacina ima dvostruku nulu -1, a to je takodje i resenje naseg izraza a+bi.
U takvoj situaciji moramo dodati x°.

y,= Ax’e™™ — A broj koji ¢éemo traZiti ,pazite , mora izvod proizvoda

y,=A42xe" - x’e™)

y, =AQ2e” —2xe™ —2xe " + x'e ™) =AQ2e " —dxe +x’e)
Da bi nam bilo lakSe, moZemo sve pomnozZiti:

y, = Ax*e™™
Y, ‘=2 Axe ™ — Ax’e™”
Y, Y=2Ade " —2Axe ™ —2Axe " + Ax’e™”



Menjamo u zadatu jednacinu:

V2y+y=e"
24e™ —4Axe™ + Ax’ e +2(2Axe — Ax’e )+ Ax’e  =e*

2de™ Favel 4 AT +AAvel 2ATC + AT =

2de =¢ " —>2A=1—>A=%—> Yo =%xze_x

Konacno resenje je onda :

1
y=y,+y,>|y=Ce " +Cyxe™ +5x2e‘x

Primer 4.

Resiti diferencijalnu jednaéinu y '—2y'= x +sin2x.
Resenje:

Homogena:

P20
A=2A=0—>1=0,1,=2

ResSenje odgovarajuc¢e homogene d.j. je onda :
0-x 2x 2x
v,=Ce " +Ce”" >y, =C+Che
Kako nasu funkciju x+sin2x ne mozZemo napisati u obliku koji znamo, uradi¢emo sledece:
Opste resenje ¢éemo traziti kao:
Yy=y,+y,+y,, gdesu:

y,, —> partikularno resenje jednacine y -2 y'= x

¥,, — partikularno reSenje jednacine y -2 y’=sin 2x
Dakle, traZzimo najpre reSenjeza y —2y'=Xx

Taj zadatak smo reSavali u primeru 2. pa ¢emo iskoristiti to reSenje:




Sad reSavamo y''—2y’=sin2x
Nasa funkcija je f(x) = sin2x.

f(x)=e"[P,(x)cosbx+ O, (x)sinbx]
sin2x = e”*[0-cos 2x +1-sin 2x] — e@*[O-cos(-x)+l-sin(2-x)] —a=0,b=2

Ondaje a+bi=0+2-i=2i.Vidimo da ovo redenje nema veze sa re$enjima karakteristi¢ne jednacine, kojasu 0i 2.

Partikularno resenje trazimo u obliku:

Y,y =Asin2x+ Bcos2x

Izvodi :

Y,y =2A4cos2x—2Bsin2x

Y,y =—4A4sin2x—-4Bcos2x

Vracamo se na pocetnu jednacinu:

y ' =2y'=sin2x

—4A4sin2x—4Bcos2x—2(2Acos2x—2Bsin 2x) =sin2x
—4A4sin2x—-4Bcos2x—4Acos2x+4Bsin2x =sin2x
(—4A+4B)sin2x+(—4A4—-4B)cos2x =sin 2x — uporedjujemo

—4A4+4B =1

—44-4B=0

A:—l—>B:l
8 8

. 1l . 1
Y,y =Asin2x+ Bcos2x —|y,, =—§sm2x+§cos2x

Konacno resenje je:

Y=Vt YTV

1 1 1. 1
y=C, +C,e** ——x* ——x——sin 2x +—cos 2x
4 4 8
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