NESVOJSTVENI INTEGRALI ( teorija)

Neka je f(x) neprekidna funkcija na svakom kona¢nom intervalu [a, b] . Tada integrale:

i) f f(x)dx = lgngov}f £ (x)dx

i) [ f(x)dx = lim [ f(x)ax

i) .Tf(x)dx = 11,13.1 jf(x)dx = jf(x)dx + Tf(x)dx gdeje —owo<c<+40m0

a
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zovemo NESVOJSTVENI integrali sa beskona¢nim granicama.

Ako nademo reSenja za grani¢ne vrednosti na desnoj strani, to jest ako ona postoje i konac¢na su ( nisu o)

onda su nesvojstveni integrali KONVERGENTNI. U suprotnom su DIVERGENTNI.

Sta bi geometrijski gledano mogao da znadi nesvojstveni integral ?
+00 b
Posmatrajmo prvi : j f(x)dx = ll)imj f(x)dx

Geometrijsko znacenje apsolutne vrednosti ovog nesvojstvenog integrala je povrSina oblasti ograni¢ene krivom
y =f(x), x osom i pravom x =a. Ova oblast se proteze u beskonacnost, a njena povr§ina moze biti konacna ili

beskonacna. Kako sad to?

Ako x osa nije asimptota krive y = f(X) , nesvojstveni integral divergira, a povrsina je sigurno beskonacna.

Ako x osa jeste asimptota krive y = f(x) , PovrSina moze biti konac¢na ili beskona¢na. Ako nesvojstveni integral

konvergira, povrsina je kona¢na a ako divergira, povrSina je beskona¢na.

Nekad nam u zadacima ne traze da izracunamo nesvojstveni integral, ve¢ samo da utvrdimo da li konvergira ili

divergira. Tu nam pomaze slede¢i kriterijum (teorema):



Neka su f(x) 1 g(x) integrabilne funkcije na segmentu [a,b] gde je b>a inekaje 0< f(x) < g(x) zax>a

Tada:

i) AKko nesvojstveni integral jg(x)dx konvergira, onda konvergira i nesvojstveni integral J' f(x)dx i

a a

vazida je j F(x)dx < j 2(x)dx

ii) Ako nesvojstveni integral .[ f(x)dx divergira, onda divergira i integral .[ g(x)dx

Ovaj kriterijum konvergencije moze se primeniti ako funkcije f i g imaju isti znak. Ako podintegralna funkcija
menja znak na posmatranom intervalu, tada mozemo koristiti slede¢i kriterijum(teoremu):

Neka je funkcija f(x) integrabilna na segmentu [a,b] za svaki b>a. Tada:

Ako T| f (x)|dx konvergira, onda konvergira i T f(x)dx ipritome je T f(x)dx| < T| f (x)|dx

Jo§ moZemo zapamtiti i sledece:

Ako integral J' | f (x)|dx konvergira, tada kazemo da nesvojstveni integral j f(x)dx apsolutno konvergira.

a a

Ako integral J. f(x)dx konvergira a integral “ f (x)|dx divergira onda kazemo da dati integral uslovno konvergira.

a a

Sta se deSava ako funkcija f(x) nije ogranitena u nekoj okolini tacke b ? ( to jest prava x=b je vertikalna

asimptota zdesna). Tada , ako je funkcija f(x) neprekidna na svakom intervalu [a,b-£], £>0 je
b b-¢
j f(®)dx= lim j F(x)dx

Ako je f(x) neograni¢ena u okolini tacke a ( to jest prava x = a je vertikalna asimptota sleva) i neprekidna u svakom

intervalu [ at &, b], £>0 onda je :

j f(x)dx= }g& f f(x)dx

a+e



Ova dva integrala zovemo nesvojstveni sa neograni¢enim funkcijama .
b b—¢
Posmatrajmo J. f(x)dx= lir(I)l '[ f(x)dx.
>0+

Geometrijsko znacenje apsolutne vrednosti ovog integrala je povrSina oblasti omedene krivom y = f(x),

ordinatom f(a) , x osom i vertikalnom asimptotom x = b.

AKko je situacija da je f(x) neogranicena u okolini tacke ce(a, b) (to jest prava x = ¢ je vertikalna asimptota )

i ako je f(x) neprekidna u svakom intervalu [a,c- ¢], [c+&,b], £>0 onda je :

'li f(x)dx= j. f (x)dx+j1 f(x)dx= élga Tf (x)dx + }E& 'li f(x)dx

ct+e

Ovde naravno vaze kriterijumi analogni datim za integrale sa beskona¢nim granicama.



