Projekcije i simetrije
Primer 1.
Odrediti projekciju tacke A(2,3,-1)naravan 7:2x-3y+z-5=0
Resenje:

Da najpre skiciramo problem i objasnimo kako doci do projekcije...
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Na prvoj slici smo nacrtali ravan 7 , njen vektor normalnosti n= (2,-3,1) idatu tacku A.

Ideja je da kroz tacku A postavimo pravu p koja je normalna na ravan 7.

Kako je prava odredjena svojim paralelnim vektorom a ravan vektorom normalnim na nju, zaklju¢ujemo da kad
je situacija da je prava normalna na ravan, ta dva vektora imaju istu vrednost!

Dakle n=p=(2,-3,1).
Koristimo jednacinu prave kroz jednu tacku:

X=X _y=y»_z-z oaje p:x—2 :y—3:Z+1
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Sad je prebacimo u parametarski oblik i nadjemo PRODOR kroz ravan 7.

x=2t+2 2-(2t+2)-3-(3t+3)+(t-1)-5=0
=t—>yy=-3t+3—> 4t+4+9t-9+t-1-5=0
z=t-1
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Odavde je tacka prodora, to jest nasa trazena projekcijaA:  y=-3t+3=-3-—+2= —£+—8 = —i
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Primer 2.
e x . . “ 1
Naci tacku B simetric¢nu sa tackom A(-2,0,3 )u odnosunaravan 7:x—y+5z +E =0

Resenje:

Prvi deo posla je isti kao u prethodnom zadatku, trebamo naci projekciju tatke A na ravan 7 (slika 1.)
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Dalje je ideja da je taj prodor A" sredina duzi AB, pa ¢emo preko toga naci koordinate tacke B.(slika 2.)
lz 7x: x—y+52+% =0 je n= 7) =(1,-1,5) ajednacina prave p , normalne na datu ravan je:
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) a koordinate tacke A(-2,0,3).

Mi znamo da je sredina ( prodor ) A‘(—%,%,%

Obelezimo da je B(x,y,z), imamo:
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Dobili smo reSenje: B(-3,1,-2).
Primer 3.

x+2 y-2 z-4
3 1 -3

Odrediti projekciju tacke A (1,1,1) napravu p:

Resenje:

Da skiciramo problem i objasnimo ideju....
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Na prvoj slici imamo pravu p odredjenu svojim paralelnim vektorom. Kroz tacku A ¢emo postaviti ravan
normalnu na datu pravu !

Mesto gde prava prodire ravan, tatka A" je traZena projekcija tacke A na pravu p.
Kako su prava i ravan normalni to je n= E =(3,1,-3)

Ax—x)+B(y—»)+C(z-z)=0
3x-D+1(y-1)-3(z-1)=0
3x-3+y-1-3z+3=0
3x+y-3z-1=0



Dobili smo jednacinu ravni, sad pravu prebacimo u parametarski oblik i nadjemo prodor:
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Primer 4.

ey . . Y -1 -2 -3
Naci tacku B simetric¢nu sa tackom A( 4,3,10 ) u odnosu na pravu p: =) =z
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Resenje:

Prvi deo posla je isti kao u prethodnom primeru, trebamo nadi projekciju tacke na pravu ( slika 1.)

Zatim éemo iskoristiti da je projekcija A" sredina duZi AB.



Najpre postavimo ravan normalnu na pravu:
Kako su prava i ravan normalni to je n= p =(2,4,5)

A(x=x)+B(y—y)+C(z-z)=0
2x-4)+4(y-3)+5(z-10)=0
2x-8+4y—-12+5z-50=0
2x+4y+5z-70=0

Pravu prebacimo u parametarski oblik:
x=2t+1

x-1 y-2 z-3
2 4 5

=t—>y=4t+2
z=5t+3

p:

Zamenimo u jednacinu ravni:

2x+4y+5z-70=0

22t +1)+4(4t+2)+5(5t+3)-70=0
4t+24+16t+8+25t+15-70=0
45t-45=0

t=1

Prodor ( odnosno projekcija ) je

x=2t+1=2+1=3
y=4t+2=44+2=6
z=5t+3=5+3=8

A (3,6,8)
Sad iskoristimo da je A" sredina duzi AB:

Obelezimo da je B (x,y,z)
x;4=3—>x+4=6—>
y+3
——=060—>y+3=12>|y=9
2o

z+10
2

=8—>2z+10=16—|z=6]

Koordinate trazene tacke B, simetricne sa tackom A u odnosu na pravu p su B(2,9,6)



Primer 5.

r-(3i+2)-3=0

o . naravan 7:2x+y—z+5=0
r-(i+j+k)=0

Odrediti projekciju prave p :{

Resenje:

Primecujemo da nam je prava data kao presek dve ravni, koje su opet zapisane u vektorskom obliku.

r(3i+2))=3=0-(x,»,2)(3,2,00-3=0—[3x+2y-3=0)
p: L.
P+ 4 =0-(x,3,2) LL)=0->[x+y+z=0|

Ovde naravno mozemo upotrebiti poznati postupak prebacivanja u kanonski oblik, ali je malo brze

ako iskoristimo pramen ravni . 1z tog pramena ravni mi traZzimo onu ravan koja je normalna na datu ravan!
Jednaéina pramena ravni je

Ax+By+Cz+D +A(A4,x+B,y+C,z+D,)=0
Za nasu situaciju

3x+2y-3+A(x+y+2)=0
3x+2y-3+Ax+Ay+1z=0
B+A)x+2+A)y+4z-3=0

Vektor normalnosti celog pramena je Npr = B+14,2+4,4)

Vektor normalnosti zaravan 7:2x+y—-z+5=0 je n= (2,1,-1

Mi iz pramena trazimo ravan normalnu na 7 , a znamo da je uslov normalnosti : skalarni proizvod je jednak 0.

Dakle:

Hpr -1 =0
B+4,2+4,4)-(2,1,-1)=0
23+ A)+12+4)-14=0
6+24+2+4A-1=0

24 =-8

A=—4

Ovu vrednost zamenimo u pramen:

B+)x+R2+A)y+4z-3=0>-x-2y-4z-3=0—>x+2y+4z+3=0 jeravan normalna na



L | 2x+y—z+5=0
Jednacina prave je p':
x+2y+4z+3=0

Da prebacimo pravu u kanonski oblik:

Trazimo vektor paralelnosti:

i k| [i j k
p=nmxn, =4 B C|=]2 1 —1=i(4+2)—j(8+1)+k(4—-1)=6i-9;+3k =(6,-9,3)
4 B, C| |1 2 4

p=(6,-9,3), odnosno p'=3(2,-3,1) > p'=(2,-3,1)
Resavamo sistem

2x+y-z+5=0
x+2y+4z+3=0

Za proizvoljno, recimo z=0 imamo:

2x+y+5=0
x+2y+3=0
2x+y+5=0
—2x-4y-6=0

1 7
By-1=0>y=—-—>x=—"
Y y=-3 3

Dobijamo:
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