VEKTORI U PROSTORU (II deo)

Mesoviti proizvod tri vektora
Mesoviti proizvod je (axb)oc. NajCesCe se obelezava sa la,b,cJ. Dakle : (axb)oc= [a,b, cJ
Kako se on izraCunava?

Ako su vektori zadati sa: a =(a,,a,,a,), b=(b,,b,,b;,) i ¢=(c,,c,,c,) ondaje:

a a, da;
(axb)oc =|b, b, b,
€ € G

A dobijenu determinantu reSavamo ili razvijanjem po nekoj vrsti (koloni) ili pomoc¢u Sarusovog pravila.

Cemu sluzi meSoviti proizvod?

1) Apsolutna vrednost meSovitog proizvoda tri nekomplanarna vektora jednaka je zapremini paralelopipeda

konstruisanog nad njima, to jest: V (Zz, B, Z) = ‘(Zz X 5) oc

v

a

i1) Zapremina trostrane piramide (tetraedra) konstruisane nad nekomplanarnim vektorima a,b,c,je:

11~ - -
VZ—‘axb ocC
6( )




a

v | .
Zasto — u formuli ?
6
Jo$ od ranije znamo da se zapremina piramide ra¢una po formuli:

=lBH
3

axb

, paje onda:

. . . y 1
Kako je baza trougao , njegovu povrsinu racunamo kao : B = 5

v=1pH-= ll‘ZxB
3 32

1 - - -
H=—‘a><b ocC
6( )

Napomena: Cesto se u zadacima trazi visina H neke piramide. Nju ¢emo nac¢i tako $to najpre nademo zapreminu
a a, a
1 2 3
- = R4
axb —.

preko formule % ‘(; X Z)) oc|= é b, b, b,|,zatimnadjemo bazu B=% pa to zamenimou H =

G 6 G
iii) Uslov komplanarnosti

- - -

Vektori a,b,c su komplanarni ako 1 samo ako je njihov meSoviti proizvod jednak nuli.

Dakle uslov komplanarnostije: |b, b, b;|=0



Primeri

1. Izracunati zapreminu paralelopipeda konstruisanog nad vektorima: ;(0,1,1),5(1,0,1),2(1,1,0)

ReSenje:

a a,
V(a,b,¢)= ‘(axb)oc= b, b,
¢ G

(0+1+1)— (0+0+0)=2

Dakle: V=2

a,| 10 1 1 0 1 101
by;|=(1 0 1|= ajmo da upotrebimo Sarusovo pravilo=|1 0 1/10=
a6l |1 10 1 1 011

[pogledaj fajl determinante]

2. Dati su vektori a(In(p —2),~2,6),b(p,~2,5),¢(0,~1,3) . Odrediti realan broj p , tako da vektori budu

komplanarni.

ReSenje:

In(p-2) -2 6

p —2 5|=razvijemo je po prvoj koloni...= In(p-2)[-6+5] — p [-6+6] = - In(p-2)

0 -1 3

Mora biti - In(p-2) =0

[ pogledaj logaritmi ,fajl iz druge godine]

p—2=1,paje p=3 trazeno resenje.



3. Dati su vektori a(1,1,—1),5(=2,~1,2),¢(1,~1,2)

Rastaviti vektor ¢ po pravcima vektora a,b i axbh

ReSenje: Najpre ¢emo naci axbh.
i ki gk
—1|=Razvijamo po prvoj vrsti..=1i- 0 j+ 1 k= (1,0,1)

b, b, b| |-2 -1 2

Postavimo sada razlaganje:

c=ma +nb+p(axb) ,gdesum,nip konstante koje moramo naci.

(1,-1,2)=m (1,1,-1) + n (-2,-1,2) + p (1,0,1) prelazimo u sistem jednacina:

m-2n+p=1 <+——

I=Im-2n+1p
-1=1m - In+0p m-n =-1 saberemo prvu i trecu...pa je pzz
2=-Ilm+2n+1p -m+2n+p=2 <+——

) 3 ) . . 3 . 1
Vratimo p= 5 u ostale dve jednacine i dobijamo : m = 3 1n= 3

Vratimo se sada u :

c=ma +ng+p(;xg)

a —— b+ — (axb) je konacno reSenje
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4. Dati su vektori Z(m—1,1,1),5(—1,m+1,0),;:(m,2,1). Odrediti parametar m tako da vektori ;,5,2

—

budu komplanarni a zatim razloZiti a na komponente u pravcu druga dva.
ReSenje:

Najpre ¢emo iskoristiti uslov komplanarnosti:

a, a, a, m-1 1 1
b, b, b,|=0, tojest -1 m+1 0/=0,Ovu determinantu razvijemo po tre¢oj koloni...=
¢ C, G m 2 1

=-2 —m(m+1) + (m-1)(m+1) +1 =0

=-2—)x{1—m+/r62—\1 N=0 paje odavde m = -2

Dakle vektori su ( kad zamenimo da je m=-2):

a=(-3.1)
B = (_17_170)
_C: = (_29271)

Idemo na razlaganje:

a=mb+nc

(-3,L)=m (-1,-1,0)+ n(-2,2,1) prelazimo u sistem jednacina
-3=-m-2n

=-m +2n

l1=0m+n » odavde je n=1 pato menjamo u gornje dve jednacine...m = 1

- -

Dakle @ =mb+nc paje a= b+ c konano reSenje



5. Data su temena tetraedra A (2,3,1), B(4,1,-2), C(6,3,7) i D(-5,-4,8).

Odrediti zapreminu tetraedra i duZinu visine spustene iz temena D na stranu ABC.

ReSenje:

Najpre nacrtamo sliku i postavimo problem:

D(-5,-4,8)

A2.3.1) B(41.-2)

—_—— —

Oformimo najpre vektore AB, AC, A
AB = (4-2,1-3,-2-1) = (2, -2, -3)
AC=(6-2,3-3,7-1) = (4, 0, 6)

E = (-5-2,-4'3,8'1) = (-79-757)

| | a, a, a, | 2 -2 -3 308

MozZemo nac¢i zapreminu tetraedra po formuli: P ‘(a xb)ocl= ps b, b, b= ps 4 0 =?
c C, G =7 =7 7

Dalje trazimo povrsSinu baze ABC : _1 axb

ij k| li j Kk
ABxAC=la, a, a;|=)2 -2 —3=-12i+24 j+8k=(-12,24,8)
b, b, b |4 0 6

B= % J(=12)7 +24% +8% = 14



Iskoristi¢emo da je H = %/

4308
H= 1—2 =11 Dakle, trazena visina je H =11
Napomena :

Ako vam traze neku drugu visinu, recimo iz temena C, postupak je analogan.

Nadete zapreminu, zatim bazu preko ABx AD izameniteu H = '%/



