Neprekidnost funkcije ( teorija i zadaci )

Pisali ste nam da napravimo jedan tutorijal vezan za neprekidnost funkcija i o vrstama prekida.

Evo najpre nekoliko neizbeznih definicija i teoremica.

Ako za svako ¢ >0 postoji 6 = 5(¢) > 0 takvo da je za svako x, koje zadovoljava uslov |x— a| <0 ,ispunjena
nejednakost |f(x) —f(a)| <& ,tada za funkciju f kazemo da je neprekidna u tacki x = a.

Ovo je definicija neprekidnosti.

Neki profesori vole sledecu definiciju:

Ako funkcija x — f(x) ima grani¢nu vrednost u tacki x=a i ako je ona jednaka f(«) , za funkciju f

kazemo da je neprekidna u tacki x=a.

Prostije receno, postojanje jednakosti lim f(x) = f(a) obezbedjuje neprekidnost funkcije /" u tacki x=a.

Ako je funkcija x — f(x) neprekidna u svakoj tacki skupa D, kazemo da je neprekidna na skupu D.

Nekoliko teorema koje pomazu u radu:

Ako su funkcije /i g neprekidne utacki x =a , onda su u toj tacki neprekidne i sledece funkcije :

f+e,
f-g
S8

S

— (naravno zag(a)#0)
g

Osnovne elementarne funkcije ( imate fajl kod nas ) su neprekidne na celom domenu.

Ako funkcija x — g(x) ima u tacki x =a grani¢nu vrednost b i ako je y — f(y) neprekidna u tacki

vy =b , tada sloZena funkcija x — f(g(x)) ima grani¢nu vrednost : lim f(g(x)) = f(limg(x)) = f(b)
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Vrste prekida i neprekidno produzenje
Za tacku x=a kazemo da je tacka prekida funkcije x —> f(x):

- Ako funkcija f nije definisana u tacki

- Ako je funkcija f definisana u tacki x =a, ali nije neprekidna u toj tacki

Kazemo da je funkcija x — f(x) prekidna u tacki x=a.

Razlikujemo tri vrste prekida:

i) Ako postoji lim f(x) = konacan broj ali lim f(x)# f(a)onda je to prividan ( otklonjiv ) prekid

ii) Ako postoje leva i desna grani¢na vrednost funkcije f u tacki j NISU JEDNAKE , onda se kaze da

funkcija ima skok ili prekid prve vrste.
Recimo: lim f(x)=5 1 lim f(x)=b, tadaje "skok"b, b,

iii) Ako bar jedna od granicnih vrednosti
lim f(x) ili lim f(x) NE POSTOJI, onda je to prekid druge vrste.

Neki profesori jos vole da kazu za otklonjiv prekid da je to prekid prve vrste kod koga je skok = 0, to jest
lim f(x)=lim f(x)=b tada je "skok":b, —b, =0
Pa bi onda ustvari imali samo dve vrste prekida.( Vi radite onako kako predaje Vas profesor....)

Primer 1.

x* -1

x—1

Posmatrajmo funkciju f(x)=

Funkcija je definisana za Vx € R/ {1}

Trazimo limese:

2 _ 1 +1
limx 1zlim2>\l(x ):1+1:2
x-l- x—1 x—l- N

2 _ 1 +1
fim X! N(x )=1+1=2

= lim

x>+ x—1 x—1+ x\L

Kako su ovi limesi jednaki, radi se o prividnom prekidu!




Primer 2.

I, x>0
Posmatrajmo funkciju f(x)=<0, x=0

-1, x<0
Trazimo limese:
figg 700 = lim(-D =[]
fig 100 = lig 1=l
Leva i desna grani¢na vrednost postoje, ali su razliCiti brojevi , pa zakljuCujemo da se radi o prekidu prve
vrste!

Primer 3.

2

Posmatrajmo funkciju f(x) = al

Funkcija je definisana za Vx € R/ {1}

2
) 1 1
lim = lim =—=—©
x—)l—gx_l x—)l—l_g_l —-&
>0
2
) X ) 1 1
[im = lim =— =40
wolie x -] -1+ e—-1  +e
£—0

Obe grani¢ne vrednosti “ne postoje” ( nisu konacni brojevi) pa je prekid druge vrste.

Primer 4.

1
Posmatrajmo funkciju f(x)=e*

Funkcija je definisana za Vx € R/ {0}

1 1
lim e* =e’* =" =0
x—>0-¢

1 L
lim e* =e%¢ =e™ =+

x—>0+¢
-0

Jedna granic¢na vrednost ne postoji, pa je prekid druge vrste.



Kako dodefinisati funkciju da bude neprekidna?

To je situacija kada funkcija ima prividan prekid u tacki

Funkcija nije definisana u ovoj tacki, alije lim f(x)=lim f(x)=b.
x—a— x—a+

Onda zapiSemo:

b, za x=a

g(x):{f(x)’ za X#da

Da vas ne zbuni, neki profesori ne stavljaju neku novu funkciju g(x) vec pisu:

data funkcija, za x#a

f(x)= {
b, Za x=a
Podsetimo se naseg primera:

x* =1
x—1

Posmatrajmo funkciju f(x)=

Funkcija je definisana za Vx € R/ {1}

TraZimo limese:

2 _ +1
im XL i N(x )=1+1=2

= lim

x—l- x_l x—1- N
2 _ 1 +1
lim > 1. N(x ):1+1:2

= lim

m
x>+ x—1 x—1+ x\L

Kako su ovi limesi jednaki, radi se o prividnom prekidu!

Neprekidno produZenje ove funkcije bi bilo:

E za x#1
f(x)=7 x-1"
2, za x=1
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Evo nekoliko zadataka vezanih za ovu temu:

1. Ispitati neprekidnost funkcije

1-x, x<0
a) f(x)=< 2, x=0 utacki x=0
I+x, x>0
11+x3, #-1
b) f(x)= 1” utacki x=-1
- x=-1
3
/ 2
#5 xio
c) f(x)= X u tackix =0
1
—, x=0
2
Resenje:
1-x, x<0
a) f(x)=9 2, x=0 utacki x=0
I+x, x>0

TraZzimo dva limesa:

lim £ (x) = lim (1-x) =[1
lim £(x) = lim (1+x) =

Pogledajmo opet zadatu funkciju:

1-x, x<0

f(x)=4912, x=0
I+x, x>0

Ovde bi trebalo da pise 1 umesto 2, znaci zaklju¢ujemo da je funkcija prekidna u tacki x=0



#—1
b) f(x)= { utacki x=-1

Opet se sve svede na poznavanje limesa!

Trazimo levi i desni limes u u tacki x=-1

TR S S . S S . R
ool x gjg'—fgzi/xf(l—x+x2) o (l-x+x7)  1-(-D+(-1)" 3

S 1¥x . 1 1 1

= lim = lim = =—
e lx’ o (L) (I-x+x7) e (l-x+x7)  I=(=D+1 3

Pogledamo zadatu funkciju:

1+x

1+x*° x# -l
OB

-, x=-1

3

2
1+)§ 1’ 20
f(x)= X u tackix =0
1
-, x=0
2

e -1 e 41 1+x2 -1 . X~ |

hm 2 . = hm = hm J——
pue Vx> +1 30 xz(\/l+x2 +1) ;‘38’5/(\/1+x2 +1) 2
Y I N TS 1+x2 -1 . £~ |

lim > : = lim = lim =
PG V1+x7 +1 3207 52 (\/1+x2 +1) ;‘38”/(\/1+x2 +1) 2

Funkcija je neprekidna u tacki x=0



2. Odrediti parametre a 1 b tako dafunkcija f(x) bude neprekidna na R.

J1+2x* -1 20
a) f(x)= x’ ’
b, x=0
e —1
, x#0
b) f(x)= X
a, x=0
Resenje:

a) Opet se sve svodi na znanje reSavanja limesa.....

2

lim . = lim =

e 2 x—0+e
e X (3/1+2x2) +(3/1+2x2)+1 0 x2~((3/1+2x2)2+(3/1+2x2)+1]
24

lim ==
x—>0+e 2 3
0 ((%mzf) +(\3/1+2x2)+1]
ovo daje 3
Dakle: |b=—
b)
2x 2x N 2x
tim <=9 (ropitar) = tim =D jim €2
e o x 0 PR R

Odavde zakljucujemo da je
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