BERNULIJEVA DIFERENCIJALNA JEDNACINA

Bernulijeva diferencijalna jednacina je oblika:

Ona dakle li¢i na linearnu diferencijalnu jednacinu samo ima y" :

Da bi Bernulijevu d.j. sveli na linearnu d.j. uzimamo smenu:

Odavde je :

U=y " nadjemo izvod
w=(1-n)y""y’
w=(l=ny"-y

u=(1-n)- 4

n

—= — zapamti !

Y+p(x)y =q(x)-y" uvek podelimo sa "

Lt p(0)-L=g(x)
y y

\

L)y = q(x)
y

Y pol =g

Yy Ovojeu

Ovojcﬁ
1f—n+p(x).u=q(x) ...................... /*(1=n)

|l +(1—-n) p(x)-u = (1-n)q(x)|

Dobili smo linearnu d.j.

y+p(x)y =q(x)-y"

y+p(x)y =q(x) '

u

Resimo je: u(x) = eiI P (c ‘*‘J‘q(x)eI p(x)dxdx) i posle vratimo smenu: u = y'™"



Primer 1. Resi diferencijalnu jedna¢inu xy+y =)’ Inx
ResSenje:

Najpre napravimo oblik:

Xp+y =3 X, /:x
1 \

y‘+—y:ﬂy >Sin=2
X X

Uoc¢imo dajen =2

y =u

y1—2:u

-1 . 1

Y =l izvod - —=u
y

_lyfl—l _y‘: le‘

_yfz'y\:u‘

yo_ .

—7=u

Vratimo se u jednacéinu:

y‘+ly=1n—x S /:y*
X

y, 1y Ihx
vioxyt x
y 11 Inx 1 Inx
St = TuTu=—"
y. xy x X X
ety /*(=1)

X X

1 Inx
U——u=———

X X

Dobili smo linearnu jednaéinu po u(x).
E sad, ako vas$ profesor dozvoljava, moZete da izbegnete ovo pakovanje....

Teoretski smo izveli da je posle smene u'+(1—n)p(x)-u =(1-n)q(x)

Uporedimo y'+|—|y= Inx y , vidimo da je n =2, ubacimo u u'+(1—n)p(x)-u =(1-n)q(x) i dobijamo:
X X
p(x) q(x)

(1= 2) L = (1 -2y X

X X
L1 Inx
U——u=——"
X X

A to je isto kao kad smo pakovali, samo nema mucenje.....



ReSavamo linearnu d.j.

1 Inx

Uu—uy=———0a

X X

p(x)——lAq( )= nx
X

I p(x)dx =— I —dx=— ln|x| = — Ovo nam treba zbog narednog integrala
X
[ate™ - J'(_ln_x}‘“ldx S L L
X

Resimo na stranu ovaj integral:

In Inx=u J.dexzdv | |
[ = x - ——lnx—j(——]—dx - ——lnx+j(—2jdx =
X 1 1 X xX)x X X

—dx=du ——=v
X X

=llnx—“‘[%jabc=llnx+l
X X X X

Vratimo se u reSenje linearne d.j.

jp(x)dx

u(r =e " (e [ e )

u(x)=e " (c +llnx +-)
X X
1 1
u(x)=x(c+—Inx+-)
X
u(x)=xc+Inx+1

Vratimo smenu: u(x)=—

—=xc+Ilnx+1
Yy

1
Cxe+Inx+1

Ovo je opste resenje.



Primer 2. Resi diferencijalnu jednaéinu y+2xy =2x’y’

Resenje:
y+2xy = 2x° y odavde vidimo daje n=3
1-n =y
1-3 =u
Y =t izvod
2y—2—1 y _ I/l‘
—2y73 y=u
Yy
y

YH2xy =2X° Y /1y

2 . 1
%+i3y:2x3 Smenaje y~ =u— u=—
yoy y
y 2x N \ N N
St =2y WA AL
y y 3 3 _2

y Y

2
%+—§=2x3
yo ¥
A 2XU=2X e, /*(=2)

Ovo je linearna d.j.

p(x) =—4x
q(x) =—4x’
u(x)= eijp(x)gbC (c+ Iq(x)ejp(x)dxdx)

2
jp(x)dx = I(—4x)dx = —4% =-2x’
J“]()C)eI PO iy = j (—4x*)e > dx = —4I x*e™ - xdx = (Trik je napisati x’ =x*-x, zbog smene)=

t
2l =tox'=—

—Axdx = dt =—4 Lze’ % = —%J.te’dt = Sad parcijalna integracija=

xdx =—

t= ‘dt =d 1 ' ; 1 , 1 L 1 I
dtZZ’u ee’:vvz_g(te _6)2_56 (t—l):—Eez (—2)62—1):562 (2x2+1)




u(x)= e_Ip(x)dx

(c +%e'2x2 (247 +1))
u(x)= ef(fzxz)(c Jr%e'z’“2 (2x2 + 1))

u(x)= & (c +%e”2 (2x2 + 1))

u(x)= ¢ +%(2x2 +1)

u(x)zc-ez’Cz +x° +%

Vratimo smenu:

Ovo je opste resenje!



Primer 3. Resi diferencijalnu jedna¢inu xy—2x° \/; =4y

ReSenje: xy—2x>\y =4y
xy—4y = 2x2\/;

1

xy'—4y = 2x2y5

1

y‘—iy =2x yE ovo je Bernulijeva d.j. zakojuje n= — paje smena:
X

1
2
4 ! >
y'——y=2x y* sve podelimo sa y?
X

Vratimo se u jednacinu:

=2x

“ | &

Sl
S|

Zu‘—iu =2x sve podelimo sa 2
X

u'——u=x  ovojelinearna d.j. pou
X

e—J.p(x)dx

u(x) = (c+ J.q(x)eI p(x)dxdx)

[ poydx= | (- )y = 210 = I > = In—
X X

J.Q(x)ejp(x)dvdx = J.xelnx?zdx = J.xx—lzdx = J.%dx = ln|x|

e"j”(xm (c+ IQ(x)eIp(X)dxdx) =" [c+ 1n|x|]

u(x) =
2 v . . .
u(x) = x*[c+Injx|]]  reSenje linearne po u, vratimo smenu: [y = u

\/; = x’[c+ ln|x|] kvadriramo

y=x'[c+Inx]]> opste resenje



Primer 4.
Odredi ono resenje diferencijalne jednacine (x° + y> +2x)dx +2ydy = 0 koje zadovoljava pocetni uslov

y(0)=1

Resenje: Najpre ¢emo resiti datu diferencijalnu jednacinu a zatim naci vrednost konstante za dati uslov.
(x* + 9> +2x)dx +2ydy =0 podelimo sve sa dx

X+ +2x+2yy'=0—>x" +2x+y* +2yy'=0 podelimo sve sa 2y

+—=y+y=0
) 2)’ y
1 ) . .. . .
y‘+5y=—x 5 xy'1 ovo je Bernulijeva d.j. za kojuje n=-1
yl—n =u
smenaje: y’=u
2yy=u
1 X +2x ..
y.,.Ey:_ 5 ¥ sve pomnozimo sa 2y

24y’ = —(x2 +2x)
wHu = —(x2 + Zx) ovo je linearna po u

—J.p(x)dx

ux)=-e (c+ jq(x)ejp(x)dxdx)

J.p(x)dx Zjldx =X

X +2x=u e‘dx=dv
(2x+2)dx=du € =v
2x+2=u e'dc=dv
2dx = du e =v

—e* (x* +2x)+[e"(2x +2) - J. 2e"dx]

J.Q(x)ejp(xmdx = —J. (x> +2x)e"dx =

—" (x> +2x)+ J.e’C (2x+2)dx =

—" (X* +2x)+e" (2x+2)—2e" =

e*(—x’ 2% #2% ﬁ-\2\§2\) =—x’e"

e—jp(x)dx

ux) = (c+ Iq(x)ejp(x)dxdx)

ux)= e[c—x‘e]=le"-c—x’|=

vratimo smenu :
y'=e " -c—x> ievo ga opste refenje . Stavimox=0 i y=1

l=c,pajeodavde c=1 i partikularno resenje je :



