ASIMPTOTE FUNKCIJE

(PONASANJE FUNKCIJE NA KRAJEVIMA OBLASTI DEFINISANOSTI)
Ovo je jedna od najznacajnijih ta¢aka u ispitivanju toka funkcije.
Neki profesori zahtevaju da se asimptote rade kao 2. tacka u ispitivanju odmah nakon Domena, dok neki profesori
asimptote rade tek na kraju. Nas savet, kao 1 uvek je , da vi radite kao Sto vas profesor zahteva.....
Da bi razumeli ovu tacku neophodno je da steknete “napredni nivo” znanja iz dela grani¢ne vrednosti funkcija,
da poznajete dobro izvode i Lopitalovu teoremu.
Neki profesori ovu tadku zovu i PONASANJE FUNKCIJE NA KRAJEVIMA OBLASTI DEFINISANOSTI
a po nama to je mozda i bolje re¢i nego li samo asimptote.
Najpre moramo ispitati oblast definisanosti funkcije ( domen) pa onda tek kre¢emo na asimptote.
Sta konkretno radimo?
Trazimo tri vrste asimptota: vertikalnu , horizontalnu i kosu.

- vertikalna

Potencijalna vertikalna asimptota se nalazi u prekidima iz oblasti definisanosti. Ako je
recimo tacka x = © prekid, moramo ispitati kako se funkcija “ ponasa “ u nekoj okolini
te tacke, pa trazimo dva limesa:

lim f(x) 1 lim f(x) Ako sureSenjaova dva limesa + ili - o onda je prava

x—>0+¢, x—>0-¢,
kad £—0 kad £—0

x =0 vertikalna asimptota, a ako dobijemo neki broj za reSenje, onda funkcija tezi tom
broju ( po ipsilonu)

Pazite: Za svaki prekid mora da se traze oba limesa, osim mozda ako funkcija nije
negde definisana.

- horizontalna
Ovde trazimo dva limesa: lim f(x) 1 lim f(x).

Ako kao reSenje dobijemo neki broj , recimo #, onda je y = # horizontalna asimptota, a
ako dobijemo +oo ili - oo onda kazemo da nema horizontalna asimptota.

- kosa
Kosa asimptota je prava y =kx +n
k=Ilim EAC)) i n=lim[ f(x)—kx]
X—>00 x X—>0
Naravno, potrebno je raditi ove limese i za +o 1za - o, naroCito kod slozenijih
funkcija,jer se moze desiti da nema ove asimptote sa obe strane...



1. Odrediti asimptote funkcija:

x'—4
1-x?

a) y=

x*—=5x+7
b) y=———
x—2

ReSenje:

X
a) y=

Oblast definisanosti (domen)
Funkcija je definisana za 1— x> #0 tojest (I-x)(1+x)#0 odnosno x=#1 i x#-I
Dakle x € (—o0,—1)U(-1,1)U(1,0)

Ovo nam govori da funkcija ima prekide u x=-1 1 x=1 ( tu su nam asimptote)

Ay

x=-1 x=1

3
2
1
54T Z 023 45 »

-2
-3

Asimptote funkcije ( ponaSanje funkcije na krajevima oblasti definisanosti)

Vertikalna asimptota

. x4 x> -4 1° -4 -3 -3
lim —=lim = = = =+o00 crvena crta
1-x 1-x)1+x) (A-(I+e)I+1+e) (A-1-&)2 (-¢&)2
fad 5530 s,
. x4 x> -4 1° -4 -3 -3
lim —=lim = = = =-00 zelena crta
1-x 1-x)1+x) (A-(d-&)d+1-¢) (A-1+&)2 ¢&-2
e e
. X =4 x*—4 (-1)° -4 -3 -3
lim —=lim = = =—=_-00 crnacrta
1 - b A1-x)A+x) (A-(l+e)(1+(-1+¢)) (R2-e)e 2
x—>—lte, x——l+g
-0 ’

-0



X -4 x’ -4 (-1)* -4 -3 -3
=+ oo plava crta

lim ~=lim = — _
lmx (1- _92(1 +x) (I=-(1-e)l+(-1-5)) Q2+&)(=s) 2(-¢)

Horizontalna asimptota

4
: Xa-|5)
= lim =——=
1

x>t | — x2 x—>+o0 1
(|-

( ovo uokvireno tezi nuli kad x tezi plus ili minus beskonac¢no)

—1 paje y=-1 horizontalna asimptota

Znaci da , poSto ima horizontalna asimptota, kose asimptote nema.

Pogledajmo Sta ¢e ovo §to smo ispitali konkretno znaciti na grafiku:

> <

»X

y:_

x=-1 X=+1



x*—=5x+7
b) y="—"""
x—2

Oblast definisanosti (domen)

x=2#0>x#2—> D, =(-20,2)U(2,0)

Asimptote funkcije ( ponaSanje funkcije na krajevima oblasti definisanosti)

Vertikalna asimptota

. xXP=5x+7 .. 22-5.2+7 1
lim —— = lim —————— =— =400 crvena crtka
xo2e x—2 e 2+e-2 +0

&0

X =5x+7 . 22-5.2+47 1
lim ———— = lim ———— =—=—w plava crtka
heox=2 g 2-e-2 0

Horizontalna asimptota

x> =5x+7 X\X(l_-’_ x72)
lim ——— = lim > = lim x =400 nema horizontalna asimptota
xX—1o X — X—>xo xX—>Foo
X(@ —[)
X

Kosa asimptota je prava y =kx +n

k=lim L) i n=lim[ f(x) - kx]
X—>0 x X—>0
X' —5x+7 2 SIL 17
I—|—|+
. f(x) Y2 . X =5x+7 . R x xz) 1
lim =—— = lim ——=—= lim —; lim :—:1—>
x—d0 oy X—>F00 X x—*0 xS Dy x> X(l_ i) 1
x2

2 2 B _
lim[f(x)—kx]:1im[Lx2+7_x]:hm[x 5x+7—x(x 2)]:
x—to0 Xt X

— X—>+0 x_2
A5x4 +2 Ixt7 34T
_ Jim £ g 29, _ im‘“z :lim—zxz_—:—3—>
X—>Fo0 X — X—>*oo X — X—>Fo0
%(1—)

Kosa asimptota je prava y =x—3



y -3 0

Da nacrtamo ovu pravu, kao i uvek uzmemo dve proizvoljne tacke:
Na slici bi ovo bilo:

y x=2

t |

y=x-3
X
0 3

2. Odrediti asimptote funkcija:

a) y=x-In"x

b) y=lnX—2
x+1
ReSenje:

a) y=x-In"x
Oblast definisanosti (domen)

Jedino nam smeta In , pa je x>0 — D, =(0,)

Ovo nam govori da ¢emo da trazimo limes samo za desne strane kad x — 0, jer sa leve strane od
nule, funkcija ne postoji.
Asimptote funkcije ( ponaSanje funkcije na krajevima oblasti definisanosti)

vertikalna asimptota

liron x-In*x=(0+&)In*(0+&)=0-(—0)> =0-0 ovo je neodredjen izraz, pa ga pripremamo za Lopitala...
=0



2 2dnx-t

) ) X . ) . Inx .
lim x-In’ x = lim = lopital = lim ———%X = -2 lim —= = opet lopital =
x—0+¢ x—0+¢ x—0+¢ x—0+¢ 1
&0 &0 — &—0 —72) £0 _
X X X
1
=2 lim —X—=2 lim x=2-0=0
x—0+¢ x—>0+e
&e—0 (——2) &e—0
X

Ovo nam govori da funkcija nema vertikalnu asimptotu ( strelica na slici!)

horizontalna asimptota:

Sad nema smisla traziti limes kad x — —oo jer na tu stranu funkcija nije definisana...

Trazimo samo:

limx-In*x=00-00=00

X—>0

Dakle, nema ni horizontalne asimptote.

Kosa asimptota:

2
k=1lim L&) _ lim\)&ln Y limIn® x =
X—00 x X—00 X X—>00

Nema ni kose asimptote....

y

A

Q)BfD:

o

O — 0O XxXog| ™



b) y=ln—2
X

Oblast definisanosti (domen)

Kao sto ve¢ znamo,sve iza In mora da je vece od 0.

0
x+1
- 1 2 ©
X-2 —_ —_ +
x* ) — 1+ |+
X2 4 — |+
X+1

D, = (~0,~1)U(2,00)

Asimptote funkcije ( ponaSanje funkcije na krajevima oblasti definisanosti)

vertikalna asimptota

x—=2

lim In
x—2+¢ x+1

24+¢-2
n—m—m——=
2+1
x—2_ -1-2 -3

lim In In =In—— =Ino =0 (zelena crta)
o-le x+1] —l-e+1 -

=[Kako je In neprekidna funkcija, ona moze da zameni mesto sa lim |=

1 In0 = —oo (crvena crta)

x=-1" X=2




horizontalna asimptota:

| x=2

x=-1"

|

v

y=x+1 |

Posto imamo horizontalnu asimptotu , kose nema.

3. Odrediti asimptote funkcija:

a) y=xe

1
b) y=x-e?
ReSenje:
a) y=xe"

Oblast definisanosti (domen)

Ova funkcija je svuda definisana, jer nema razlomka a funkcija e* je definisana za svako x iz skupa R.

Dakle x € (—o0,00). Ovo nam odmah govori da funkcija nema vertikalne asimptote!

Asimptote funkcije ( ponaSanje funkcije na krajevima oblasti definisanosti)

Kao sto smo ve¢ rekli , nema vertikalne asimptote!



Horizontalna asimptota

Jedan mali savet : Kod funkcija koje imaju e, radite posebno limese kad x — +oo0 ikad x — —oo, jer vazi da je

Dakle:

lim xe* =0-e” =00 -0 =0

X—>+0

lim xe* =—0-¢” =—0-0=7

X—>—0

) . X — —0 . . 1 1
lim xe* = lim = =— =lopital = lim =—=0_
X—>—00 x>0 @ ¥ ef(foo) 0 x——0 —@~ —00

Sta nam ovo govori?
Kad x — +oo ne postoji horizontalna asimptota , ali kad x — —oo imamo horizontalnu asimptotu y=0, odnosno,

Kad x tezi —oo , funkcija se priblizava nuli sa donje, negativne strane! To je ovo 0_ u reSenju. ( Zuta crtka)

Yy A

b

O N Wb OO e~

5 4 3 -2 1

1
b) y=x-e?
Oblast definisanosti (domen)
x-2#0>x#2>xe(-0,2)U(2,0)

Ay x=2

g = N w

RN




Asimptote funkcije ( ponaSanje funkcije na krajevima oblasti definisanosti)

Vertikalna asimptota

F
0o

y=x-e"

1 1 1

lim xe*2 =2.e¥2=2.¢% =2.¢" =0 (Zuta crta)

x—>2+¢&

‘ —_

1 1
=2-e¥*?2=2.et=2.¢7=2-0=0 (strelica)

S}

lim xe*”

x—>2-¢

Ay *¥2

N

N
5 4 -3 2 4 |0 12 3 4 5 »

Horizontalna asimptota

‘ -
o

1 1
Iim xe*? =w.e*2 =w-e* =w-e =w-1=w

X—>+00

1 1

1
lim xex72 =—w0-e* 2 =—0.-® :—OO-e0 =—00-]1 =—©

X——0
Nema horizontalne asimptote, pa moramo ispitati da li postoji kosa asimptota!

Kosa asimptota

y= kx+n

1

) R 1
k= tim <% _ lim Xe? lim e? =e*2 =¢° =1

xX—>Fo0 X xX—>Fo0 X xX—>Fo

1

1
n= 1ir+n[f(x)—lcx]= lirp[xe"‘2 -1-x]= lirp x(e?-1)=w0-0="?

1 =SV
2 ) ((x—Z)z)

—1im &=L = topital = tim -
0 X—>+00 1 X—>+o0 (x — 2) x—>+o0

1
* 2
X b9

1
. = X ) )
=lime*?.———=lime*?-



Dobili smo kosu asimptotu :
y=kx+n pajey=x+1
Davidimo kako ona izgleda:
Zax=0

y=0+1=1

Zay=0

O=x+1->x=-1

y=x+1
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