1. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije y = arcsin—

x~+1

Oblast definisanosti (domen)

Podsetimo se grafika elementarnih funkcija i kako izgleda arcsinx funkcija:

YA

T
2

»
>
X

y=arcsinx

o A

Funkcija je definisana za x e[—1,1]

2x

. <1 iovoresavamo kao dve nejednacine!
X*+

Za nasu funkciju imamo: —1<
2x 2x
2 A 2

x +1 x +1

—x?—1<2x A 2x<x*+1

0<x*+2x+1 A 0<x* —2x+1

0<(x+1)" A 0<(x-1)

-1< <1 obe nejednakosti smemo pomnoziti sa x* +1 jer je x° +1> 0

Kako je ovo uvek ta¢no, za svako x, zakljuCujemo da je D, = (—o0,%0) a to nam govori da nemamo vertikalnih

asimptota.
Nule funkcije
. 2x 2x
arcsin——=0—>— :0—>2x:O—>
x +1 x +1
Znak funkcije
2x

>0>2x>0—>x>0

y >0 — arcsin—

x"+1

2x

x+1

y <0 — arcsin <0—->2x<0—>x<0

Parnost i neparnost

Ovde koristimo €injenicu da je arcsinx neparna funkcija ( vidi jo$ jednom njen grafik)

f(—x):arcsinﬁ:arcsin —22x = —arcsin 22x =—f(x)
(_x) +1 x +1 x +1

Zakljucujemo da je i nasa funkcija neparna, odnosno da je grafik simetri¢an u odnosu na koordinatni

pocetak!



Ekstremne vrednosti (max i min) i monotonost ( raséenje i opadanje)

y =arcsin

— }{N
+

V= x*+1
1-
x +1
2 (x2+1)—2x~2xj
2
x +1 x +1
x +1
(2x2+2—4x2j
y= 2
x! +2x +1 4x* x"+1
x +1
2 2sz
y= 2
x —2x +1 x+1
x +1

Ovde moramo voditi racuna :

(¥ +1) = +1 jer je 2* +1> O uvek dok je /(x> ~1) =|x* -1

Vratimo se na izvod:

. 1 ‘2(1—x2)_)y‘: -2(x" -1) _
-1 (e +1) > =1 (x* +1)
=
e —2(x* - )
)

E sad mozemo razmisljati na dva nacina ( Vi naravno radite kako vas$ profesor zahteva....)



Kako za ‘xz —1‘ vazi : - 1 odnosno da je:

‘x2_1‘_{x2_1= za xe(-o,-1)U(lLo) tojest za |x|>1

1-x*, za xe(-11) tojest za |x|<1

Prvi izvod funkcije ¢e biti:

22T
I NI
y = Ovde ostane -1
2021
(1] (¢ 1) e T <

Sad zakljucujemo da je :

za |x|>1 funkcija opadajuca jer je " < 0 uvek
+

2
X

> (0 uvek

za |x|<1 funkcija rastuca jer je 5
X

Zapazimo da prvi izvod nije definisan u tackamax =-1 i x =1, ali

moguce tacke lokalnog ekstremuma su tacke u kojima funkcija nije diferencijabilna.

Tosutatkex=-11x=1.

Vidimo da za x =-1 funkcija menja smisao monotonosti prelazec¢i iz opadanja u rastenje pa je to tacka lokalnog
minimuma a slicno zakljucujemo da je x = 1 tacka lokalnog maksimuma.

Da nadjemo vrednosti za y:

. . 2(-D) . Vs . V4 « . .
za x=-1 je = arcsin =arcsin(—1) =—— paje M, (—1,——) tacka minimuma
x=-1je y S (D=7 paje M,(-1.-2)
zax=1 je y=arcsin 2'2(1) = arcsin(1) =z paje M 2(l,z) tacka maksimuma
D" +1 2 2



Na drugi nacin prvi izvod smo mogli da spakujemo koriste¢i funkciju sgn ( znak):

-2 sgn(x2 — 1)

(x2 +1)

Ova oznaka sgn(x2 —1) moze imati vrednosti 1 i— 1. Dalje je razmisljanje sve isto....

Co2(x -1 T ‘
y:‘ = sad skratimo x~ —1 i dobijamo y'=

x? —1"()62 +1)

Da se vratimo sada na zadatak. Stali smo kod ekstrema koje smo dobili na mestima gde prvi izvod nije definisan.

Najpre ¢emo da se iz teorije podsetimo Sta su to tacke preloma :
Ako su f (a) i f.(a) konaéne vrednostiiako je f (a)# f,(a) ,za talku A(a, f(a)) kazemo da je prelomna

tacka deo po deo glatke krive y = f(x).

U naSoj situaciji imamo posao da nadjemo 4 limesa:

lim f(0)=? lm f(®)=2 lim f(x)=? lim /(x)=2

x—>-l-&

Moramo da vodimo rac¢una kad koju vrednost za prvi izvod uzimamo:

.z xe(-m-)U(l®)
_J1+x
2
, za xe(-1,1
1+x? ( )
-2 -2 -2
lm( 2): 2: = —
xo-l-e 14 x I+(-1-&)" 1+1

: 2 2 2
lim ( -) = = =
xo-lve ]+ x I+(-1+&)° 1+1

2 2 2
1+(-¢) 1+1

m 2
x>l |+ x

lim(—2)=— 2 =2
o 1+x77 1+(1+¢€)°  1+1

Odavde zakljucujemo da su naSe tacke M, (—1,—%) i M, (l,%) prelomne tacke!
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Prevojne tacke i konveksnost i konkavnost

) =2 -——0
5, 2d XE(—OO,—I)U(I,OO) (1+x2)
) 1+x
y'= -
, za xe(-11 - 1
1+ x7 LD V=2 ——=
(1+x2)
Dakle:
Lz za xe(—w0,~1)U(l,w)
(1+x2)
y =
4 _ za xe(-11)
(1+x2)

Odavde je jasno da je prevojna tacka x=0— y=0— P(0,0)

y'< 0 za xe(—wo,—-1)U(0,1) mrstise

y'> 0 za xe(-1,-0)uU(l,©) smeje se

1

(1+x2 V=2 ————

(1) (1)

(1+x7)=2- —;2 :
(1+x2)

Asimptote funkcije ( ponaSanje funkcije na krajevima oblasti definisanosti)

1z oblasti definisanosti smo zakljucili da nema vertikalnu asimptotu.

Da ispitamo sada horizontalnu:

lim

x—>too

. 2x . ) 2x .
arcsin — =arcsin| lim > =arcsin0=0
x +1 xoko X7 41

Dakle, prava y = 0 ( odnosno x- osa) je horizontalna asimptota.

Odavde zaklju¢ujemo da nema kose asimptote!

Jos da spakujemo grafik:

oy X
(1+xz)2

Dy = —4x
(1+x2)



A\

| // -1
N —x/2
My
-2
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2. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije y =arccos

1+x’

Oblast definisanosti (domen)

Da se podsetimo:

AY

T
y=arccosx

(S}

Funkcija je definisana za x e[-1,1]

Za nasu funkciju imamo:

42
—1S1 xzSl—)sveputal+x2—>—(1+x2)S1—x2S1+x2
I+x

“1-x*<1=-x* A 1=-x*<1+x°
-1<1 A 0<2x’

Ove dve nejednakosti o¢igledno uvek vaze pa je D, =(—o,0) a to nam govori da nemamo vertikalnih asimptota.

Nule funkcije

1 42
arccos o =0—> 1 xz =1- ( Pogledajte grafik elementarne funkcije joS jednom)
+x +x

Znak funkcije

Kako je funkcija arccosx pozitivna za svaki x iz domena, to je i nasa funkcija stalno pozitivna ( naravno u 0 ima

nulu...)

Parnost i neparnost

f(=x)= arccosﬂ = arccosi = f(x)
1+ (—x) l+x

Funkcija je parna, a grafik ¢e biti simerti¢an u odnosu na y osu.



Ekstremne vrednosti (max i min) i monotonost ( raséenje i opadanje)

1 | 2x(1+x7) = 2x(1-x7)

(1+x2)2_(12_x2)2 (1+x%)

e 1 | 2025 —2x25°
\/\1\+2x2/+ff(\+2x27x”{ (l+x2)2

(1+xz)2

y=m 1 . —4x 1 . 4x y‘:i
\/ 4x° (1+x2)2 |x|(1+x2)

(1) (1)

Zbog apsolutne vrednosti imamo:

Zax>0 je y‘=L2—> y'= 2 | ovde je funkcija rastuca y>0
/((1+x ) (1+x )
Za x<0 jey‘:%—) y'= (1;12) a ovde je opadajuéa y'<0

Zakljucujemo da u tacki M(0,0) funkcija ima minimum.

Sad trazimo one limese da dokaZemo da je prelomna tacka:

-2 -2 -2 . 2 2 2
-2 1 lim = = =
=0 (14x7) 14(0+6)° 140

Ho—s(1+x2) 1+(0-¢) 1+0
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Prevojne tacke i konveksnost i konkavnost

Zax>0 je|y= 2 5
(1+x )
-1 -2 —4x
=2 (I X)) = ——— 22X Y =
Y=y U= ey YTy
Kako je x>0 zakljuujemo da je ovde y <0
| 2
Za x<0 je|ly= >
(1+x )
- 2 4x
=2 (X)) = ———2x > |y = ———
4 a0y = ey T

Kakojex<0 i ovde y'<0
Zakljucujemo da je y''<0 stalno, odnosno da se funkcija stalno mrsti!

Asimptote funkcije ( ponaSanje funkcije na krajevima oblasti definisanosti)

Ve¢ smo rekli da nema vertikalne asimptote,

da ispitamo horizontalnu:

2 2

. 1-x . 1—-x
lim | arccos - | =arccos| lim > | =arccos(=1) =7
x—>tw 1+ X x40 | 4 X

Dakle, y = 7 je horizontalna asimptota pa kose asimptote nema.

Sad sklapamo grafik:
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3. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije y= arctgzx;1
X =5x+6

Oblast definisanosti (domen)
Da se podsetimo, arctgx je definisana na celom slupu realnih brojeva.....

y

z y=arctgx

[

Ovde nam samo treba da imenilac ne bude nula: x> =5x+6#0 > x#2Ax #3

Df =(-0,2)U(2,3)U(3,0)

Nule funkcije
x—1 x—1
arclg————=0>——"————=0>x-1=0—>|x=1
gx2—5x+6 x*—5x+6 -
Znak funkcije

Sa elementarnog grafika vidimo da je arctgx pozitivan vrednosti x koje su pozitivne. Kad to primenimo kod nas,

x—1 . y . . x-1
>0 1analogno, nasa funkcija je negativna za —— < 0.

X’ —=5x+6 x2=5x+6

Kao i uvek u ovakvim situacijama, radimo tabli¢no.

. 1 2 3 0
x-1 - +
X-2 - -
X-3 - - - +
y - + - *
Dakle:

y>0 za xe(1,2)U(3,0)
y<0 za xe(-o,1)U(2,3)

www.matematiranje.in.rs
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Parnost i neparnost

f(=x)= arctgz_x—_1 pa funkcija nije ni parna ni neparna
X +5x+6

Ekstremne vrednosti (max i min) i monotonost ( raséenje i opadanje)

—arcz x—_l
Y gx2—5x+6
. 1 ( x—1 j
Y ( x—1 )2 X’ —5x+6
R
x —5x+6
. 1 1(x* =5x+6)—(2x-5)(x—1)
y= P ) 2
1+ x—1 (x —5x+6)
(x=2)(x-3)
Y= 1 ' X =5x+6-2x*+2x+5x-5
(x=2)"(x=3) +(x-1)’ (x*—5x+6)

(x=2)"(x-3)

(M —x*+2x+1

D (1) o3

e —x* +2x+1
(x=2)*(x=3)* +(x-1)’

Izraz u imeniocu je uvek pozitivan ( radi se o kvadratima brojeva) pa ¢e na znak da nam utice samo kvadratni

trinom u broiocu.

2444 222 -2(1342)

—x*+2x+1=0->x, = - X, 5 2 -

X, —1-2
X, =1+2

E sad je ovo malo zamrSeno za menjanje u zadatu funkciju , pa ¢emo uzeti priblizne vrednosti....

x, =1-/2 ~-0,41
x, =1+~/2 22,41

Najpre izracunajte na digitronu vrednost za pa onda arctg od toga.

x*=5x+6

M,(1-~2; -0,17)

M,(1++/2; - 1,40)
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Sto se tice rasS¢enja i opadanja, imamo:

- + -

-® 1-Vz 1 +V2 ©

N N

Onda zaklju¢imo da je tacka M, minimum, a tatka M, maksimum funkcije.

Prevojne tacke i konveksnost i konkavnost

e —x* +2x+1
(x=2)*(x=3)* +(x—1)’

. (—2x+2)((x—2)2(x—3)2 +(x—1)2)—(2(x—2)(x—3)2 +2(x=3)(x—2) +2(x—1)(=x> +2x +1)

((x—2)2(x—3)2 +(x—1) )2

y
Posle pazljivog sredjivanja....

o 2(x5 —8x* +18x* +8x? —75x+68)
- 2
((x—2)2(x—3)2 +(x—1)2)

Sad se javlja jos jedan problem....

Treba resiti jednacinu x° —8x* +18x° +8x* —75x+68 = 0 koja nam daje prevoje i govori nam o konveksnosti i
konkavnosti.

Nase dosadasnje znanje nam govori da posmatramo slobodan ¢lan 68 i probamo redom njegove Cinioce.
Medjutim , desi se da ne¢e nijedan broj da bude reSenje ove jednacine....

Treba primeniti neku drugu numericku metodu , koja nama za sada ne treba pa ¢emo vam dati konacna resenja:

x, ~—1,86

x, #1,63  Ostale dve nule su kompleksni brojevi, pa nam ne trebaju....

x, =3,5

Ovde ¢emo zakljuciti da ima tri prevojne tacke i ne¢emo viSe ispitivati nista, budu¢i da smo reSenja nasli

postupkom koji je vecini za sada nepoznat.

Asimptote funkcije ( ponaSanje funkcije na krajevima oblasti definisanosti)

Vertikalna
lim arctg———— = arctg lim B Sl arct 2-¢-1 = arct, = arct, L arctgoo =2
e R s S P Vo) B O TP Vo R ) S | 8575
. x—1 . x—1 2+¢-1 1 V4
lim arctg ——————=arctg lim ——————=arctg = arctg ————=arctg — = arctg (—oo) =——
pead X =5x+6 o2 (x=2)(x=-3) 2+&s-2)(2+&-3) +&-(-1) -0 2
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lim arctgz; =arctg lim — = -
puend X" =5x+6 3o (x=2)(x=3)
lim arctg _ =arctg lim S
—3+e 2 _ B x—3+e — — h
3 x"=5x+6 e (x—2)(x = 3)
Horizontalna

Xk x =5x+6

lim (arctg Zx;lj = arctg( lim

3—e-1

arctg =arct,
(B-e-2)3-¢-3)

3+e-1

xoie 7 — 5x +

retg = arct,
B-e-2)3+&-3)

j =arctg0=0

1
=arctg —
20

1
=arctg—
£0

arctg (—o0) = —%

arctg (00) =%

ZakljuCujemo da je x osa ( odnosno prava y = 0) horizontalna asimptota. Kosa asimptota onda ne postoji.

Sad da spakujemo grafik:

<V

INJ
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