TRIGONOMETRIJSKI KRUG

Uglovi mogu da se mere u stepenima i radijanima. Sa pojmom stepena smo se upoznali jo§ u osnovnoj skoli 1
ako se secate , njega smo podelili na minute i sekunde.( 1°=60" , 1'=60"" ). Da bi objasnili §ta je to radijan,
posmatratemo kruznicu polupre¢nika R .Obim kruznice se racuna po formuli O= 2Rz, a znamo da je
7 = 3,14 .Ako uzmemo deo te kruznice (kruzni luk) koji je duzine bas R , njemu odgovara neki centralni ugao
Q.

Mera centralnog ugla koji odgovara luku duZine R je jedan radijan.

Jasno je da onda pun ugao ima 2 7 radijana. Odnosno:
360°=2 7 radijana

180°=7 ZAPAMTI

1° = % radijana

Vazi dakle: I'= radijana
180 * 60
I'"'= ;radijana
180 * 60 * 60
0
Lobruto:  lrad = 50— ~ 57°17'45"
T

Primer 1:

Nadi radijansku meru ugla od:

a) 75°

b) 245°

v) 82°30°

Resenje: a) Kakoje 1° =~ radijana to je 75° = 75— _7
180 180 12

by 245° = 245 % - 27
180 36

v 8293082 % 430~ 17
180~ 180%60 24




Primer 2.

Nacéi meru u stepenima ugla ¢ija je radijanska mera:
a) 37
4
117z
by —=
) 6

v) Sradijana
Resenje:

a)3—7[= 3180 =135°
4 4

DECARELLLUSE ST
6 6

v)Sradijana =5-(57°17°45"")
=285°85225"

=285%88'45"

=286"28'45"

Dalje smo ugao definisali kao dve poluprave sa zajedniCkim pocetkom.A mozemo razmisljati i ovako:Uocimo
jednu polupravu koja moze da se obrée oko svoje pocetne tacke O.Pri obrtanju ¢emo razlikovati dva smera:
POZITIVAN — smer suprotan od smera kretanja kazaljke na ¢asovniku i

NEGATIVAN- smer kretanja kazaljke casovnika.

Ako obelezimo sa a pocetni i sa b zavr$ni polozaj poluprave nakon obrtanja tacke O u jednom ili drugom
smeru, ugao ab zovemo ORIJENTISAN UGAO.
b

TRIGONOMETRIJSKI KRUG je krug poluprecnika 1 ¢iji je centar u koordinatnom pocetku.



A(1,0) X

Tacka A(1,0) koja pripada trigonometrijskom krugu zove se POCETNA tagka.

Na trigonometrijskom krugu ¢emo posmatrati razli¢ite lukove koji svi poc¢inju u tacki A. Luk koji obilazimo u
smeru suprotnom od kazaljke na Casovniku je POZITIVAN luk, a u smeru kazaljke je NEGATIVAN luk.
Uglovi po kvadrantima idu ovako:

AY
T
I E |
O X
—>
T 271
1l 3n \,
2

iz  kvadranta: 0 < a < %

) Vs

iz Il kvadranta : 3 <a<r

) RY/4
1z lll kvadranta : 7 < a < 7

1z IV kvadranta : 377[ <a<2r



) V2 3z e D
Uglovi 0, EX T, - su granicni 1 podrazumeva se da nisu ni u jednom kvadrantu.

Uglove ¢ije ¢emo vrednosti oCitavati sa trigonometrijskog kruga su sledeci:

120" =2~ 4
3

Sinus i kosinus proizvoljnog ugla

Za bilo koji proizvoljan ugao uvek jedan krak poklopimo sa x- osom, tj, sa pocetnom tackom A(1,0), drugi krak

seCe trigonometrijski u nekoj tacki M(xo,yo). 1z te tacke spustimo normale na x iy osu. Te duZine su:

- Nax-osi cosa ( cosa =xy)

- Nay-osisina (sina =yy)



M(,,Yo)

sino

cosa

Evo naSeg predloga kako da zapamtite vrednosti i da ih “ procitate” sa kruga.

Zapamtimo tri broja:
V243

2 2

2

1
2

koji su poredani od najmanjeg do najveceg.

2
Broj u sredini B3 odgovara uglovima koji su sredine kvadranata!

Znaci sinusi i kosinusi uglova od 45, 135, 2251 315 stepeni imaju vrednost 72, samo vodimo racuna da li

V2

. 2 ..
je tavrednost +— ili - -

Evo to na slikama , pa ¢e biti jasnije:
AY

sin 450=c0s450=%



o
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135

Q
2

sin 135‘2% a cos 135=-

-1 X
2%/
sin 225%=- Q cos 225%= - Q
2 2
AY

v %

N
N

NG

sin 315%= - 7 a cos 315°=

NG
2



"

Za ostale uglove vrednosti ¢e biti 5

li 73 , naravno opet gledamo da li je +1ili - .

Evo par primera:
Primerl.

Nadi sin 60° i cos 60°
AY

sin 60’

V3

2

Kako ugao od 60° nije sredina kvadranta, to ¢ée vrednosti za sin 60° i cos 60° biti 5 1 1 to obe

o . . . LoN3 L e N B ,
pozitivne.Posto je crta za sin 60° duza, ona mora biti - (jer je veci broj) a cos 60° je 5 jer je crta tu kraca.

Dakle: sin 600=£ i cos60°= 1
2 2
Primer 2.
Nadi sin150° i cos 150°
AY
150"
| sin 150’ X
: >
cos 150"
. 0 - , . .. 0 - v - . . . 0 1 0 \/5
Crta za sin150" je kraca 1 pozitivna a crta za cos 150" je duza i negativna, pa je : sin150 25 a cosl50™=- B3

7



Primer 3.

Nadi sin4—7z 1 cos4—7z )
3 3

Ako date uglove u radijanima prebacimo u stepene, dobijamo da je to 4 _ 240°

AY

c0s240’ X

sin240

0

240

Znaci, radi se o uglu u tre¢em kvadrantu i nije sredina kvadranta. Primeticemo da su obe vrednosti negativne,

NCE 4z 1

sinus je duzi a kosinus kraci. Zakljucujemo: smTﬂ = Y 1 cosT =3

Primer 4.
Nadi sin(-30°) i cos(- 30°)

Ovaj ugao, posto je negativan ide u smeru kazaljke na satu. U pozitivnom smeru to bi bio ugao od 330°.

AY
cos(-300 ) X
i —>
sin(-30")
-30°
sin(- 30%) = sin 330°=-% i cos(- 300)=cos3300=§

3 e .
Da pogledamo §ta je sa uglovima od 0, %, T, 77[ ( grani¢ni uglovi)
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Kraci ovog ugla se poklapaju , x-osu seku do jedinice, a y-osu nigde, zato je
c0s0’=1 (celacrta) a sin0"=0 (nema crte)

A Y

1

90

N
=

Ugao od 90° sece y- osu po celoj crti a x- osu nigde. Pa je sin 90°=1 a cos 90"=0

;

y

0

180

o

sin 180°=0 cos 180°=-1



270°

sin270°=-1 cos 270°=0

Tangens i kontangens proizvoljnog ugla

. . . sina . cos
Ve¢ smo se ranije upoznali sa formulama fgo = 1 ciga =—
cosa sina

, naravno pod uslovima da
su imenioci razli¢iti od nule.

v e . . T
Mozemo zakljuciti da je tga definisan za cosa = 0 ,odnosno za o # E+k T, keZ

Actga zasina =« 0,odnosnoza ¢ # k 7, keZ
To znaci da ako znamo da nademo sin icosa ,znamo tga ictga
Primer 1.

Nadi:

T
a) tg—
) g
b) ctg 300°

V2
sin 45° zzl
V2

T 0
a) tg—=tg45= =
) g4 & cos45°
2
1
.
b) ctg300=<3%0 _ 2 _ V3
sin 300 V3 3

N
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Naucimo sada gde se Citaju tangensi i kotangensi na trigonometrijskom krugu.
Uocimo pravu x = 1 . Ona oc¢igledno prolazi kroz tacku A(1,0) i paralelna je sa y- osom.Jedan krak
datog ugla o opet poklopimo sa x- osom a drugi krak ¢e se¢i ovu pravu x = 1 koju ¢emo zvati

TANGENSNA osa . Odsecak na tangensnoj osi je ustvari vrednost za tga . Evo to na slici:

AY

tga

A(1,0)

angensna osa

Uocimo sada pravu y=1 koja prolazi kroz tacku B(0,1) i paralelna je x- osi. Tu pravu ¢emo zvati
KOTANGENSNA osa inanjoj ¢emo ocitavati vrednost za kotangense uglova.

Evo slike:
AY

B(0,1) ctga kotan/gensna osa
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Ovde razmisljamo sli¢no kao za sinuse i cosinuse, samo moramo da zapamtimo nova tri broja :
V3
=~ 1, 3

Broj 1, pozitivan ili negativan je vrednost za tangense i kotangense uglova koji su sredine
kvadranata, tj. za 45, 135, 225 1 315 stepeni a za ostale uglove gledamo duzinu CRTA koje

odsecaju na tangensnoj i kotangesnoj osi i da li je pozitivna ili negativna.

Veca crta je \/5, a manja je T?,
Evo nekoliko primera:

AY
0
ctg45

0
tg45

tg45°=1 i ctgd5°=1 Sredina kvadranta je u pitanju, pa su vrednosti 1.

AY

ctg120’
120‘)\ X

0
tg120

PAZI:
Posto krak ugla ne sece tangensnu osu, moramo ga produziti do preseka sa osom.
Uocimo da su obe vrednosti negativne i da je tangens duzi a kotangens kraci!

V3

Dakle : tg 120°=- NER ctg 120°= - 5



ctg240°

tg240

240 >

tg240"= NER ctg 2400=£ uoci duzine ovih podebljanih crta
3

Sta je sa grani¢nim uglovima?

AY

T
2

3n

2

Za 0 stepeni vidimo da ugao ne sece nigde tangensnu osu , pa je tg0°=0, za ctg0° krak i kotangensna

osa idu paralelno, pa kazemo da ctg x tezi beskonacnosti kad x tezi nuli u pozitivnom smeru.

Sli¢no je za ugao od 180°. Opet je tangens nula a kotangens teZi - .
Zaugao od 90°  je obrnuta situacija: ctg90°=0 a  tg90° tezi +oo.
Zaugao od 270° je ctg270°=0 a  tg270° teZi- .
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90° =
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