KVADRATNA JEDNACINA _ax’ +bx+c=0

Jedna¢ina oblika ax” +bx+c =0, gde je x—nepoznata. a,b i ¢ realni brojevi, a # 0, je
kvadratna jednacina po x sa koeficijentima a,b i c.

Kvadratna jednacina je potpuna ako su koeficijenti 5#0 i c#0. Akoje b=01ili c=0
(ili oba) onda je kvadratna jedna¢ina nepotpuna.
Nepotpuna kvadratne jednaCine se resavaju relativno lako.

Nepotpune kvadratne jednacine

ax> +bx=0 ax*+c¢=0 ax?=0
x(ax+b)=0 ax’ =—c x=0
x=0 v ax+b=0
.x:—é x2:_£
a a
x== _
\' «
Primeri:
2x° +5x=0 4x*-9=0 5x*=0
x(2x+5)=0 4x* =9 xz_g
x=0 v 2x+5=0 , 9 5
2x=-5 YTy x=0
x,=x,=0
x:_é I 2 1 2
2 4
x:ié
2
3
XI_E
3
XZZ—E

Potpuna kvadratna jednacina:
ax’ +bx+c=0

Kvadratna jednac¢ina ima dva reSenja: oznaCavamo ih sa x, i x, 1 tradicionalno se piSe

_ —b+b* —dac

12
2a




Ovu formulicu éemo vrlo ¢esto koristiti pa da objasnimo odakle ona....
Prvi nacin:

Podjimo od kvadratne jednacine:

ax’> +bx+c=0

Kako je a # 0, celu jednac¢inu ¢emo pomnoziti sa 4a

ax* +bx+c=0........ /*4a

4a’x’ +4abx+4ac=0
Dalje éemo obema stranama dodati izraz b” —4ac

4a*x* +dabx+4dac=0........... /+(b2 —4ac)

4a°x* + 4abx/—b4%+ b274% =b’ —4ac

4a*x* + 4abx+b* =b* —4dac

Leva strana je sada potpun kvadrat:

4a’x’ +4dabx+4ac=0........... /+(b2 —4ac)

4a°x* + 4abx/-b4% + b274% =b’ —4ac

4a’x* +4abx+b* =b* —4dac

(2ax+b)’ =b* —4ac — Pazite sad jer @’ =0 > @ =+JO
2ax+b = im

2ax=-b=* m

_—bb’—dac

2a
Drugi nacin za dobijanje ove formule je direktna dopuna do punog kvadrata:

ax*+bx+c=0........ /:a

b ¢
X +=x+—=0

a a
2 2

x2+2x+(ij —(ij +£=0

a 2a 2a a

pun kvadrat

bY b bY b -4ac b b* —4ac b
X+— =—2+——) — | = 3 +—=x 3 =—++

2a da° a 2a 4a 2a 4a 2a
_—bi\/b2—4ac

2a



Primer 1. ReSi jednacine:

a) 6x° —x—-2=0
b) x*-2x+1=0
V) x*—4x+5=0

ReSenja:
a) 6x°—x-2=0

a je broj ispred x° a=6
b je broj ispred x b=-1
¢ je slobodan ¢lan, to jest onaj bez x c=-2

—bib —dac  ~(~1)+J(-1)> —4-6-(-2)
2a B 2:6

1£/49  1+7

2 12

L_1+7 8 2

T2 12 3

17 -6 1

X,=——=—=
12 12 2

Xio =

Xio =

b) x* —2x+1=0
—b+B* —dac  —(-2)+(=2)*—4-1-1
@ 2T T 21
=2
2+\4-4 240
! T T
xlzgzl
xzzézl

V) x*—4x+5=0

a=1
b=-4
c=5

N X, =241
. —b+~b* —4dac _(~4)+ 16— 20 Dakle: M L
12 = - X, =2—i

2a 2-1
:4ix/—4:4i2i:\2\(2ii):2+l. Pazijerje: -4 = [4(-1) =

X1
2 2 2 \/—_1 =i




Primer 2. Resiti jednacinu:
2x=3) +(x—1)(x+2)=2—-11x

Resenje: (2x—-3)? +(x—1)(x+2)=2-11x
4x’ —12x+9+ x> +2x—x—2-2+11x=0
5x*+5=0/:5
x> +1=0— Nepotpuna kvadratna jednadina

Primer 3. Resiti jednacinu:

x 3 = 28 — najpre rastavimo na ¢inioce imenilac
x=2 x+4+2 x -4

x 3 = 8 — Mnozimo sve sa NZS = (x —2)(x +2) uz uslov:
x—=2 x+2 (x-2)(x+2)
X(x+2)=3(x—2)=8 x#2

X4 2x—3x+6-8=0 x# =2

x> —x—2=0— Sad radimo kao kvadratnu jednac¢inu

a=1  _—b+b’ —dac _~(-DE (=)’ -4:1-(-2)

X, ., =
b=-1 " 2a 2
+
c=-2 x1,2 - 1;3
X, =% :%: 2 — PAZI: nije resenje jer jeuslov x #2
X, :%:—72:_1% Dakle

Primer 4. Grupa decaka treba da podeli 400 klikera na jednake delove. Pre deobe 4
decaka se odreknu svog dela, zbog Cega je svaki od ostalih dobio po 5 klikera vise.
Koliko je u toj grupi bilo decaka?

Resenje:

Obelezimo sa x-broj decaka, y- broj klikera po decaku

Najpre iz teksta zadatka postavimo dve jednacine:



x-y =400
(x—4)-(y+5) =400 - “Sredimo” ovu drugu jednacinu...

xy+5x—-4y—-20=400
400+5x—4y—-20=400

5x—4y—20=0— Iz prve jednadine izrazimo y = 400
X
400 _ .
5x—4-——-20=0/-x Uzuslov da je x razli¢ito od nule.
X

5x* —1600—20x =0 — (poredjamo)
5x* —20x—-1600 =0 — (podelimo sa 5)
x> —4x—-320 =0 — sad radimo kvadratnu jedna¢inu

a=1
b=—4 . C—bEB —dac  —(—4)*/(-4)* —4-1-(=320)
c=-320 b 2a 2
4++/16+1280 4++1296 4+36
Xip = = =
2 2 2
xl:4+236:20
X, = % =—-16 > Nemoguce

Dakle bilo je 20 decaka u grupi.

Priroda reSenja kvadratne jednacine

Diskriminanta (D) kvadratne jednagine ax” +bx+c =0 je izraz b> —4ac (ono pod

korenom) Dakle:
. N -bx~D
Sada formulu za reSavanje mozemo zapisati ikao: x,, = b—\/_

2a
Za kvadratnu jednadinu ax” +bx + ¢ sa realnim koeficijentima vazi:

1) Jednacina ima dva razlicita realna reSenja ako i samo ako je D >0
(x,=x, €R x, #x, akko D >0)

2) Jednacina ima jedno dvostruko realno resenje ako i samo ako je D =0
(x, =x, € R akko D =0)

3) Jednacina ima jedan par konjugovano kompleksnih resenja akko je D <0
(x, =a+bi,x, =a—bi akko D <0)



Primer 1. Ispitati prirodu resenja kvadratnih jednacina u zavisnosti od parametara:

a) X’ +3x+m=0
b) (n+3)x*-2(n+D)x+n-5=0

a) X’ +3x+m=0 =

a=1
b=3
c=m

D=b*-4ac=3"-4-1'm=9—4m

I)D>0 = 9-4m>0
—4m > -9 — PAZI: Okrece se smer nejednakosti

m<—

m<—

) D=0 = 9-4m=0 = m:%

) D<0 = 9-4m<0 = m>2

9 e L
Dakle: - za m < 2 reSenja su realna i razlicita

- zam= 2 reSenja su realna i jednaka

za m > 2 reSenja su konjugovano-kompleksni brojevi

b) (n+3)x*-2(n+D)x+n-5=0

a=n+3

b=-2(n+1) = PAZI: ovde je odmah n+ 3 # 0 da bi jednacina bila kvadratna
c=n-95



D=b*—4ac=[-2(n+D] —4(n+3)(n-5)
=4(n* +2n+1)—4(n° —5n+3n-15)

= 47 +8n+ 447" +20n—12n+60

D =16n+64
1) D>0 16n+64>0=16n>-64=>n>-4 Zan>-4jex #x,€R

2y D=0 l6n+64=0=>n=-4 x, =x,€eR

3) D<0 16n+64<0=>n<-4 x, 1 x, sukonjugovano-kompleksni brojevi.

Primer 2. Za koje vrednosti parametra k € R jednacina kx* + (kK +1)x+2 =0 ima
dvostruko reSenje?

ReSenje: Ovde nam treba da je D =0 inaravno a # 0, jer ako je @ =0 jednacina nije
kvadratna.

k> +(k+Dx+2=0 = a=k
b=k+1 = k=0
c=2

D=b*-4ac=(k+1)° —4-k-2=k>+2k+1-8k =k* -6k +1
D=k>-6k+1=0

Sada reSavamo novu kvadratnu jednacinu “po k’’

k*—6k+1=0 = a=1

b=—6
c=1
o _ob EVB —dac _ ~(=6) +\(-6)' 411 _6xy32
1,2 — - -
’ 2a 2

2
Malo sredimo : \/372 =4/16-2 = 4\/5

Pa je:

+ +
f 6D 2b22)_4,, 5
’ 2 2
k =3+22
k, =3-242
Ovo su resenja za koja jednacina ( pocetna ) ima dvostruko resenje




Primer 3. Za koje vrednosti parametra m € R jedna¢ina mx” —4x+1 ima realna i
razli¢ita reSenja?

Resenje: Ovde dakle mora biti D >0 inaravno a #0

a=m=>m#0 pD=p%_4qc

b=—4 = D=(-4)-4-m-1

c=1
D=64—4m>0 // I
16—4m >0 _m/”n /4 _
—4m>-16 nula ne sme!
m<4

Dakle, resenje je m € (—0,0) U (0,4)

Primer 4. Za koje vrednosti parametra m jednac¢ina x* —8x+m ima konjugovano-
kompleksno resenja?

ReSenje: Mora biti D<0 i a#0

a=1#0 D =b"-4ac

b=-8 = D=(-8)°-4-m-1

c=m D=64—4m<0
—4m < —64

m>16=m e (16,0)

Primer 5. Za koje vrednosti parametra k € R jednacina kx” +6x+3 =0 nema realna
reSenja?

ReSenje: Kad nema realna reSenja, znaci da su konjugovano kompleksna, odnosno D <0
inaravno a #0.

x*+6x+3=0= a=k = k=+0

b=6
c=3
D =b*-4ac
D=6"-4-k-3=36-12k
36-12k <0
—12k <-36

k>3=ke(3,0)



Primer 6. Za koje vrednosti parametra m € R jednacina (2m+1)x* —(2m+1)x+2,5=0
ima realna i razlicita reSenja?

ReSenje: Ovdeje D>01a#0

a=2m+l az0= 2m+1#0= m;at—l
b=—-2m+1) 2
c=-25

D=b*—-4ac

D=[-Cm+D)] -4-[2m+1]-2,5
D=(2m+1)>-102m+1)

D =4m*+4m+1-20m—10
D=4m*—-16m—-9>0

Resimo najpre 4m” —16m—9 =0

a=4 _ —bt~b*—4ac

b=-16 > 2a
c=-9 16++/256+144 16+20
m,, = -
8 8
36 9
m=—=—
8 2
mood__1
8 2

(Pogledaj kvadratne nejednacine):

+ - +

[XIE=1

=
7

D >0 — biramo gde je + me (— oo,—lju(g,ooj



