MunncTapcTBO IpOCBETE, HAYKEe M TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremarunuapa Cpbuje

OIINITNHCKO TAKMMNYEILE 3 MATEMATURE
YUEHMKA CPEIIHLUX IITIKOJIA

Pemema 3amaTaka

IlpBu paspenm — A kareropuja

1. 3a cako k € N Bazku tBpheme: 3 | k2 = 3 | k, 1j. 3| k? = 9 | k2. Axo 6u mocrojasu menu 6pojeBw M U N 3a KOje Bakn
(m+n+2)2=3(mn+1), cnemano 6u 3 | (m+n+2)%, mau 9| (m+n+2)?% 1j. u3|mn+1. Uz 3|mn+1 cremu na aujenan
on 6pojeBa m W n He MO:Ke OUTU NEJBVB ca 3, HUTU 0Da MOy NaBaTHU jeOHAKE OCTATKe IpU Aejbeny ca 3. [akrie, jeman onx
BUX gaje ocTarak 1 nmpu mesbemy ca 3, a APYyru gaje ocrarak 2. 3anummMo m = 3p+ 1 u n = 3¢+ 2 3a Heke p u q. Anu Tana
nmamo m+n+ 2 =3(p+ ¢+ 1) + 2, wro je memoryhe jep 3 | m+n + 2.

Ilakse, He TOCTOje Meau 6pojeBu m u n Taksu ma Bawu (m +n + 2)2 = 3(mn + 1). (Tanrenta 72, ctp. 14, zan. M1132.)

2. a) IIpernocrasumo na Basku 2 + y2 + 22 + w? = ryzw. Tama maamo
(yzw — )% + y* 4+ 22 + w? = y?22w? — 2xyzw + 2% + y* + 22 + w? = y? 22w — ryzw = (y2w — x)yzw.

b) IIpumerumo na je (2,2,2,2) pememe nocrasibere jennaunne. Heka je (z,y, 2z, w) TakBo pememe 3a Koje Baxkun 2 < & < Y < 2 <
w. Omarne mobujamo yzw—1z > dw—1z > 3w > w. lIpema neny mon a), on pemewna (x,y, 2, w) godbujamo pememe (Y, z, w, Yzw —x)
(rme cy, y o6e ueTBOpKe, 6POjeBU COPTUPAHU IO BEJIUYNHN), U HOOUjEHO Pellene je Pa3aIuduTo on nperxoaHor 6ynyhu na je
yzw — x Behe ox w. Houesmu ox (2,2,2,2), moHABHAKEM OBE IPOIELyPe A00UjaMO GECKOHAYHO MHOTO PA3JIUYUTUX PEIleHa.

3. Heka je k 6poj maupranux mpaBux. Kako mpaBa a cede TayHo 3 on mux, mehy moByuenum mpasuma mocrtoje k — 3 mebhy
KOjuMa Cy CBake IBe mapajiesiHe, u Mehy KojuMa ce HaJa3u U mpaBa a; O3HAUMMO CKyN OBUX HpaBux ca & . [Ipumermmo na
MeDhy muma Huje Hu npasa b Hu npasa ¢ (jep 6u y CynpOTHOM U OHE CekJie TadyHo 3 qpyre npase). Ilakie, npase b u ¢ cy nse
oI Tpu mpaBe Koje mpaBa a ceue. IIpase b u ¢ Hucy nmapaJsenne, 6yayhu ga 6u y TOM caydajy OHE CEKJie UCTU OpOoj mpaBux, a
IITO je y CYIPOTHOCTU C yCJIOBOM 3anaTka. Heka je d mpeocrasia mpaBa KOjy cede IpaBa @, pa3anduTa o1 npasux b u c¢. Axo
6u upaBa d cekna obe mpase b u ¢, Taga Ou npaBe b u ¢ cerise monjemHak O6poj nmpaBux, mTo je HeMoryhe. IIpermocraBumo
d || ¢. Tama npasa b ceue ykynuo k — 1 npasy (cBe nmpase u3 Kiace &, u jom upase ¢ u d), onakie umamo k—1 =4, tj. k = 5.
IIpaBa ¢ y Tom ciyuajy cede 2 mpaBe Koje caunmmaBajy Kjiacy &, U jou mpaBy b, mITO je yKyIHO 3 mpaBe, KOHTPAIUKIU]jA.
Haxrne, npeocraje d || b. Tana mpasa b ceue yxynHo k —2 npase, ogakie nmamo k—2 = 4, Te mobujamo pememe k = 6 (upasa c
y TOM cayuajy cede 3 mpaBe KOje umHe KIacy &/, U JoI Ipase b U ¢, ITO je YKYIHO 5 IPAaBUX, 14 je yCIOB 3aaTKA UCIYHhEH).
(Tanrenra 73, cTp. 48, 3am1. 24.)

4. VI3 nmpBor napa mapaJennoctu cienut Papap = Paapc u Pancpe = PApEer, & U3 Apyror E D
napa Paapc = Papop u PApgr = Pagra. llocnenwma napaaenunoct naje Papop = PacopE,
na cana uMaMo Papap = Paapo = -+ = Papra. llpema Tome, Tauke F n B cy Ha jemqHakoMm

pacrojamy on nupase F'A, tj. BE || FA.

5. IIpBo, Hemoryhie je ma 3a CTOJIOM HeMa YOIIITE UCKPEHUX JbyaU, jep Tamna Ou m3jaBa OMIIO
kor ox osux 2014 mynu (naskoBa, naksie) 6uIa UCTUHUTA, LITO je HEMOrylie jep OHU CTAJIHO
IpuYajy HEUCTUHY. 3aTUM, MOMITO CAJa 3HAMO Ia MMaMoO Oap jeIHOT MCKPEHOI YOBEKa, OHIA
je jacHO ma Ccy CBU OCTAaJIM, OCUM Hera 1 MOXKIA HeroBUX cycena, jgaskoBu. llakmie, mocroje
HajBUIIIE 3 UCKPEHA YOBEKa 3a CcTOJIOM. [IpeTmocTaBuMoO na mOCTOje TAYHO 3 UCKPEHA YOBEKA.
To 6u mopasna 6utu 3 y3acTomna yoBeka 3a crosoMm. O3naunmo ux ca A, B u C, npu uemy je
B uzmeby A u C. Ho tana 6u uckasu wyau A u C' Ouiau HeTAYHU, WTO je Y KOHTPAIUKIUJU C A 5
IPEeTIOCTABKOM [Oa Cy OHM MCKpeHu byau. lIpermocraBuMo cana ma je camo 1 MCKPEH YOBEK

3a crosoM. Tana O6u MCKa3u H-ErOBUX IPBUX CyCela C JeBe U JeCHe CTpaHe OUJIM MCTUHUTH,

asu TO je HeMoryhe jep cy OHM IO NPETHOCTABIM JAKOBU, T€ HE MOTY HAaBATU UCTUHUTE Om 2014 1A 4
uckaze. [lakme, 3a CTOJIOM MOpPajy CemeTH TAYHO 2 MCKpPEHa YoBeka. Pacmopen y KOM OBa
IBa YOBEKA Cele jemaH OO APYTOor MPEncTaB/ba MPUMEP A4 jé OBaKBa CUTYalMja 3aucTa Moryha.

Ipyru pa3pen — A kareropuja

1. IIpso pewemwe. Ouurnenan ycaos je z > 0. Iame, 360r /3 + /T = 3 — x mopa Baskutu = < 3. KBampupamem nocienme
jemmaumme mobujamo 3+ /1 = 9 —6x+2, 1j. /T = 6 — 62+ 2. KBagpupamo u oBy jenmauuny, y3 yciaos 6 —6x +22 > 0, mocae
wvera mobujamo x = x* — 1223 + 4822 — 722 + 36, mTo ce cBomu Ha ? — 1223 4+ 4822 — 732 + 36 = 0. IloTpakuMo jexHOCTABHU]jE



¢arTope MOIMHOMA Ha JIEBO] CTPAHMU: HAJA3UMO Ia je messmB ca x — 1 um & — 4, 1j. noburjeHa jenHaymHa MOKE Ce 3alUCATU Yy
obmury (v —1)(z —4)(2? — 72+ 9) = 0. Onatne, merose HyJIe cy o1 = 1, 19 =4, 13 = LT‘/E U Xy = ”T‘/ﬁ Ilpyry u 4eTBpTYy
HyJy ombaimyjemo jep He ymamnajy y untepsad [0,3]. Tpehy mymy takobe oabamyjemo jep 3a my Basku 6 — 623 +13 = 1—27\/ﬁ < 0.
Ocraje x = 1 Ka0 jenUHO peleme MoJa3He jeTHAYUNHE.

Jpyeo peweme. Youasamo na je x = 1 jeHO pemrese mocTaBbeHe jeqqadnne. 3a ¢ > 1 Bamu o4++/3 + 1/ > 14+v/3 + V1 =3,

a3ax<l1Baknu z+/3+r<1++V3++1=3. IIpema Tome, z = 1 je jemuno pememe. (Tanrenra 70, ctp. 31, 3am. 11.4.)

2. Hera ce mocMarpanu Gpoj, O3HAYMMO I'a ca n, 3aBpIIaBa ca TadHo k Hysa, rae je k > 0. Jlakne, n = x - 10 3a mern
npuponaH 6poj x koju ce 3aBpmasa muppom 2. IIpumerumo na je 6poj m memuB ca 5% anu me u ca 58t INakme, ma 6u n
6uo moTmyH kBazapar, k Mopa Gurtu mapan 6poj. Cama uz n = x-10F =z - (105)2 cienu na U MOpa OWUTU MOTIYH KBAAPAT.
Yroauko je 6poj z jenmoumppen (marae, Gpoj 2), umamMo ommax KOHTpamukiujy. lakme, x uma Gap nse mudpe. Ho, Ges
o03upa Ha TO Oa Ju je mpeTmnocienma mudpa Opoja z jemnaka 0 miam 2, y oba ciaydaja mobujamo na ABOMU(PEHU 3aBPIIETAK
Opoja x uuje memuB ca 4, ma 3akbyUyjeMo ma je 6poj r mesuB ca 2 anau He U ca 4; omaTie, ¥ He MOKe OUTU MOTIYH KBaAparT,
rkourpamuknuja. (Taurenra 74, ctp. 36, 3anx 1.4.)

3. Hera cy ki u ko rpyskuune omucane oko APCA u AQCB, pemnowm.
Osunaunmo {PCA = LQCB =a u {PAQ = {PBQ = (. Y cayuajy na je
C cpemumre nysxu AB, tBpheme je ounrmenuo 36or cumerpuje. Vuaue,
meka je O npyru npecek kpyskuuie onucane oko APCQ ca npeunurom AB.
Umamo LOPQ = £LQCB = LPCA = LPQO, te cienu OP = OQ. axkiue,
O ce Hasa3u Ha cuMeTpasu ay:ku PQ), Koja jennHO MOXKe Ia cede IPEUYHUK
KpyskHUIE k y meHTpy, ma ciemu na je O uenrtap kpyskaumne k. Mmamo
APCQ = LAPOQ = 24PBQ = 243, te cauemu 180° = LACP + £BCQ +
APCQ =20+ 203, 1j. a+ [ =90°. Heka je ¢ wopmana y rauku C na AB.
Hexra je X mpecek ¢ u BP. ITomro umamo L XCA = L XPA = 90°, cnenn
na X npumnana kpy:kauim ki. Iame, momro mmamo L XCP = L XAP =
B, cnemu nma tauka X npunana u gy:ku AQ. Ha ciauuanm mauun ce cana
nokasyje ma X mpunana u Kpy:RHuUmU ks, te je C'X 3aje HUYKA TETUBA ABE
kpyskauna ki u ko. Harme, O10: LCX 1 AB, te caenu 010, || AB.

4. 3 ycnoBa 3amaTka uMamo 2 +y2 = i;:z; € Q; uzoBorauz?2—y?2€Q Om 2014 2A 3

6:

cremn 22,y% € Q. Ilaive, 3a HEKU HEHYJa PAIMOHAJIAH OPOj ¢ MMAMO &
(22)? = (1® + q)? = y° + 2qy> + ¢%, ma raro 2%, y% € Q (360r 25 = (22)% € Q), u3 mocrenme jemmaroctu nobujamo y° € Q. Cana
my? € Quy® € Q cnemu y € Q. Ananorno ce moxasyje = € Q.

5. Ozraunhemo ca T,, MuHIMAaIHE OPOj TeaeOHCKUX PA3roBOpa KOjU je MOTpeObHO obaBuTu na 6u cBux n qomahwnna casznalo
cBux n TpaueBa. Jlako ce m3pauyuasa To = 1 u T35 = 3. Uunykrusuo hemo nokaszartu na je T, = 2n — 3. Heka je A jemna on
nBe nomahwuie koje cy obasumie nociaenmu teredoHCcku paszroBop. OHa je cBaKako MOpAaJa U Ipe TOr MOCIEeIHner Pa3roBopa
obaBuTu; 6ap jeman ma Ou IPBO Ipenaia CBOj Tpad OCTAJMMA, & ¥ MOCIeIIheM Pa3roBOPY je ca3HaJia TpadueBe KOje HUje 3HAa
noran. Ilpeocramux n — 1 ouvajuux momahwuma mopasie cy mehycobuo obasutu T, ;1 pasroBopa u pasMeHUTU CBOJjUX 1 — 1
Tpauesa (npu uemy he pasMemUBATH U TPad Koju je morekao on momahune A); 3aucra, npumerumo na oBux n — 1 nqomahiuna
He MoOke yOp3aTu CBOjy KOMyHUKanujy (Tj. cMamuUTU OpO]j IO3UBA) TAKO MTO OM MOHEKa pasroBapanu u ¢ momahwiom A,
jep mosmBamem momahwume A me Mory cazHaTu Bulle MHGOpMAIMja HEro IMTO OM ca3HAJIM Kana Ou mo3Baiu oHy momahwuiry
KOja je mperxomHo pasropapasa ca A. OBuMm cMo nokasanu Hejemaaroct T, = T,-1+2= (2n—5)+2=2n— 3.

IToraskumo jomr rako ce oBaj O6poj moxke moctuhu. Heka npBu Tesmedoncku pasroBop Oyne pasrosop momahwne A u 6mio
Koje ox mpeocranux n — 1 momahuna. 3arum npeocranux n — 1 momahuna obase T,_1 = 2n — 5 pa3roBopa TOKOM Kojux he
MebhycobHO pasMeHUTH CBe CONCTBEHE TpaueBe, KAo U TPad Koju je nmorekao ox nomahure A. Hajsam, y nmocienmeM pa3roBopy
jemua om tux n — 1 momahiuna pasrosapa ¢ gomahwunom A u Ha Taj Hauud u gomahwuna A casma cBe Tpauese.

Tpehu pazpenm — A xkareropuja

1. 3a n =1 TpuBujanHo umMamo jeqHy TakBy ¢(yuHruujy. Hanasme npermocraBmamo n > 2.

Heka je f jemna makBa ¢yurnuja. I[Ipumerumo na je g = f o f 6ujernumja. okasxkumo na ouma u f mMopa Outu Oujernuja.
Axo f me 6u 6una ,1-1% mocrojamu 6u a,b € A rakBu na Baxku f(a) = f(b), ma u f(f(a)) = f(f()), Tj. g(a) = g(b), mTo je
memoryhe. C apyre crpane, ako f He O6u Oumna ,Ha“, moctojao O6u enement a € A takas na He Baxu f(r) = a HU 3a jeqHo
x € A. Mebyrum Tana e 6u Baskuino uu g(x) = a HU 3a jemHo x € A, WTO je MOHOBO KOHTPAUKIIA]A.



Ilame, MoxkeMO youutm Oa 3a cBako & € A mocrtoju m € N TakBo na Baku r =

g(g(...g(1)...)) (raskemo: cBaku enement x € A npunana opébumu eseMenTa 1 3a Oujeruujy b—
——
m myTa
g). Omarae caenu u na cBaku esqeMenT ¢ € A npunana opbutu enementa 1 3a Gujeruujy f. b—2 n

OGenesxwumo b = f(1). W3 ycaosa 3anmarka BumuMo ma Mmopa Baxutu f(b) = g(1) = 2.
VMunykumjom mokasyjeMo na 3a CBe & Koju uchymasajy £ < n —b+ 1 Baxu f(z) =z +b—1,
a Ja 3a CBe T Koju ucuymasajy ¢ > b Baxku f(zr) = z — b+ 2. 3aucra, 3a 6a3He ciaydajese 3 bt
y3umamMo & = 1 u x = b; 3aTumM, yKOIUKO 3a & > 1 Basku x < n—b+ 1, Tama MHAYKTUBHUA KOPAK
ranacu f(z) = f(f(x+b—-2)) = g(z+b—2) = z+b—1 (mpuMeTnMO K& Cy UCIYHEHE HEjeTHAKOCTI
+b—2 2 24b—2 = bu x+b—2 < n—b+1+b—2 = n—1, mro omoryhasa npukaszanu pauys), a 3a
x > b cimuno nmamo f(z) = f(f(x—b+1)) = g(x—b+1) = x—b+2, yume je TBpABHA NOKA3AHA.
Crenujasso, f(n) =n —b+ 2, ogakie caenn f(n —b+2) = f(f(n)) = g(n) = 1. IIpumerumo 1 b
na sakn f(n) < b (ako 6u Baskuno f(n) > b, caenuno 6u f(f(n)) = f(n) +b—1>2b—1,
anu ¢ apyre crpane nmamo f(f(n)) = g(n) = 1). Homro je cBaku emement x € A y opburn
eaxementa 1 3a Oujernujy f, mehy emementmma 1, f(1), f(f(1)),...,n,n — b+ 2 Hamaze ce Om 2014 3A 1
cBu ejeMenTtu ckyna A. Ho, npumernmo ma cMo Ha oBaj HauuH, He padyHajynu mocienmu
€JIEMEHT, U3JIUCTAJNN YIPABO CBe eJeMeHTe T 3a Koje Bayku Hemto o 1 <z <n—>b+ 1 nm b < z < n (exementu us ,,upse
rpyne“ u , apyre rpyme“ jaBibajy ce HAau3MEHWYHO ), Tj. YKYIHO ¢MO n3aucTaiu (padynajyhu u mocienmu) tauno 2(n—b+1)+1
enemenara. Onpatne 3akmyuyjemo 2(n —b—+1)+1=n, tj. n=2b— 3.

Ilakmne, ako je n mapan O6poj, He mocToju TakBa Gpyuknuja f. Ako je n Hemapan 6poj, oHa je jemHo3HauHo onpebena ropmum
pa3MaTpamuMa, Tj.

n+1 n—1
T+ , 38T < ;
fla) = 2 2
n—1
T — , UHauJe.
2
2. Heka je D mommoskje Bucuue uz C wa AB, v = P3Qs, p = AD = bcosa, C
q=BD =acosff uh=CD =bsina = asinf. Imamo AP; = 5% u BQ3 = 4%, Te
Bagu AMsz = 52 + 5 u M3B = 4% + £, omaxme nobujamo M,
AMs  2p+h  2bcosa+bsina b (2cosa+sina S B3
MsB  2¢+h 2acosfB+asinf a \2cosf+sing)’ M, I~
OunTo MHOKEHE OBOI' M AHAJIOTHUX M3Pa3a 3a f/fy(} u fjgfj naje 1, Te ce mpema
Yesunoj reopemu npase AM1, BMs u CM;z cery y jeiHOj TauKu.
3. Bpoj 420 uma maBemeHy ocobuHy: 3amcTa, 420 = 3-4-5-7 1 7 < v/420 < 8.
A P D M; Q3 B

IIpernocraBumo na je n > 420 6poj koju uma HaBemeHy ocobumuy. Tana O6pojeBu
3,4, 5u 7 mene n, na cremu n > 840 > 729 = 93. Onarie jom u 6pojeu 8 u 9
neme n, ma caemm n > 5-7-8-9 = 2520 > 2197 = 133, 3akmyuyjemo ma jomr u
6pojesu 11 u 13 mene n, omakne mobujamo n = 5-7-8-9-11-13 > 6859 = 193. Om 2014 3A 2

Heka je k mpupoznam 6poj Takas ma Baxm 198 < ¢/n < 1951, Tana 6pojesu 5%, 7%, 9F 11% 13%, 16, 17% u 19* mene n, mro
Hac qoBoIUM nO cienehe KOHTpaauKIyje:

n>5k. 7ok 11k 13k 16h - 17h 198 = 1984 5)F(3- )R (2 11)F(2- 13)"(3 - 17)F > 199% > 19%H5 >
IIpema Tome, Hajseliu 6poj ¢ Tpaskenom ocobunom je 420. (Tamrenra 70, cTp. 12, 3ax. M1102.)

4. Hexka cy myskuHE CTpaHUIA IOCMAaTPaHOT TPOyTJa jemHake a, a+ 1 u a+ 2. VI3 cuaycHe Teopeme U yCa0OBa 3aIaTKA UMaMO

o — o2 — 02— onake gobujamo coso = %2, Cana Ha OCHOBY KOCMHYCHE TEOPEMe MOKEMO CACTABUTH jeIHAUMHY

sin sin 2« 2sin o cos o

2
a*=(a+1)?+ (a+2)* —2(a+1)(a+2)%2, mro ce cBomm na 0 = a® — 3a — 4. Pemema ose jemnaunne cy a; =4 u ap = —1.

Herarusao pememe onbaiyjeMo, Te ocraje a = 4, u qyskuHe cTpaHuma nocMarpasor rpoyriaa cy 4, 5 u 6. (Taurenra 74, cTp.
12, 3an. M1177.)

5. Cearu Hajkpalhiu myT ox tauke P no tauke () Mopa OuTU cacTaB/LE€H OJ IIOMepaja y HEKOM O CMepPOBa ,,rOpe-IeCHO “ Wiu
,,I0JIe-TeCHO “; 1 06paTHO, CBAKU YT O Tauke PP mo Tauke () cacTaB/beH MCHYUNBO OJ TAKBUX IMOMepaja jecte jemas nyT onx P
no @ majrpahe moryhe ay:xune. [locmarpajmMo ueTupu yBOopa Ha BEPTUKAJIHO] OCU CUMETPUje Mpeske u3 nocrapke. CBaku myT
on P mo (Q mopa npohu kpo3 Tauno jeman on mux. [locmarpajMo HajOpe myTeBe KOjU IMPOJia3e KPO3 HAJHIKN O TUX YBOPOBA.
IIyreBa ox Tauke P mo TOr UuBOpa MMAa (g) = 84 (myskuHA CBAKOI TAKBOT IIyTa M3HOCHU 9, M on TuX 9 noMepaja TadHo 3 MOpajy
buty y cmepy ,rope-zmecHo‘); 36or cumerpuje, OX youeHor uyBopa m0 Tadke () mocrtoje takobe 84 myra, ma 3akibydyjeMo
I TPAKEHUX IyTeBa of Tauke P mo Tauke () KOju Iposase Kpo3 youeHu uBop uma 842 = 7056. 360r cuMerpuje, TPaKEHUX
nyTeBa on P mo () Koju mposiaze Kpo3 HAJBUIIK OJf YyOUeHA YyeTupu YBopa uMma takobhe 7056. Ha ciamuan mauus uzpadyHaBamo

Ia, 3a CBaKW Ol CPeNiba IBa YBODA, TPAKEHUX ImyTeBa on P mo () Koju mposase Kpo3 mera mMa (2)2 = 1262 = 15876. Ilakze,
yKynaH 6poj TpaskeHux myTeBa manocu 2 - 7056 + 2 - 15876 = 45864.



YerspTu paspen — A kareropuja

1. ITo ycmoBy 3amaTka mMamo

O=at+as+ 422 —m=a4+as+ - +22—zi(zr+zot- ) =2o(va —21) F23(23 —21) + -+ + Tp(T1y — 7).

Mebyrum, rako Basku 0 < z; < 1 3a 1 =2,...,n, cBu cabupuu z;(x; — 1) y ropmeM uszpaldy cy zHenosurusau. Onartie cienu
xi(x; —x1) = 0, Tj. 3a cBako ¢ uMamMo x; = 1 win x; = 0. AKO je UCIyHeHO L] = Tg = +++ = T U Tyl = -+ = &y, = 0, OHZA
ciaenu ri = %, U Taza Cy YCJOBU 3aIaTKa 3an0BosseHu. [Ipema tome, moryhe Bpemnoctu Gpoja x1 cy 1, %, %, ceey %

2. O3naunmo ca P MakCcUMaJIHU TPaskeHU Ipon3BoM. JacHO je na HujeqaH ol yuHuiIana npoussona P Huje jennak 1. Jlokaxkumo
na HUjeoaH YumHuiIal He 6u morao 6wty uu Behwu onm 4. 3amcra, ako OM HEKM H-erOB UMHMIAL, pernumo k, 6uo sehu ox 4, onma
6u npousBox koju ymecto k mma umaumone 2 u k — 2 6uo Behwu om P (360r 2(k —2) > k 3a k > 4), a ogrosapajyhu 36up
6u Takobe G6umo 2013. Ilame, cBaKy UeTBODKY y IPOUM3BOAY MO:KEMO 3aMEHWUTH Ca ABE NBOjKe (UnMe ce HE MeH.a HU 30up HA
OPOM3BOX), Ma 3akbydyjeMo P = 203% 3a mere a u b. Hajzanm, xaxo Baxn 22 < 32 u 242 +2 =3+ 3, jacHo je ma mBOjEM He
Mo:ke Ouru Bumie ox nse, Tj. a € {0,1,2}. Bynyhu na 3 | 2013 u Basku

2013=3-671=3+3+---+3,
—_——

2013 oyra
sakmyuayjemo P = 3571, (Tamrenra 72, ctp. 14, 3an. M1136.)
3. IMocrasumo kBagpar ABCD y KoopauHaTHU CUCTEM Kao Ha chauinu. Heka je Y
T(z,y) npousBossHa Tauka kpyxaune k. Taxa sasxu 22 +y? = a?. Moxemo 3ammcatu D(-a,a) C(a,a)
— — — —
TA=(—a—z,—a—y), TB=(a—2x,—a—y), TC =(a—z,a—y)uTD = (—a—z,a—y).
Opatae n1ako U3PAUYHABAMO T
2
2 (_a_x7_a'_y) (a’_a:7a_y) a?
cos® ar = . = — 7
Voot CawP om0 rla-yP) 5 sy z

3aTUM

cos2ﬂT:< (a —xz,—a—y) _ (—a—z,a—1y) )2: a®
y)?

— 2 1 (— )2 2 — 2 ’
Vie—2)?+(-a—y)? /(-a—2)?+(a ba + 8y A(—a,—a) B(a,—a)
U1 Haj3am
1 1 2_ 2 Om 2014 4A 3
te? ar + tg? fr = + _p_ e By et 8ry o g :
cos2ar = cos? f3r a? a?

(Tamrenra 71, cTp. 16, 3ax. M1110.)

4. Kako je a, jemmaxo madpu jemununa 6poja 2%ag +2ta; +---+ 2" ta,_1, 3akmyuyjemo ma je a,y1 3ampaso mudpa jeauHUNA
6poja a, + 2"a, = (2" + 1)a,, a 10 je nudpa jemuauna npoussona nudpapa jemuauna 6pojesa 2" + 1 u a,. Obenesrumo ca by,
mmdpy jenuuuna 6poja 2" +1. Y uusy ypebenux naposa {(b,,a,) : n > 0} mopa nohu no nonasmama, jep an,b, € {0,1,...,9}.
Mebyrum, ako je n < k, b, = by u a,, = ag, Mmopa 6utu u b, 41 = bpy1 U Apy1 = Ak41, Te KobUjaMo xa je (Ani1,Gnt2, .-, ak)
jemaH mepuon HaTOT HU3A.

5. JlokasxkuMmo Hajupe ciaenehy memy.

Jema. Heka je L, 6poj moackynosa ckyna {1,2,3,...,n} y KojuMa ce He Haja3e ABa y3aCTOIHA OPUPOAHA OpoOja, KAO HU
6pojesu 1 u n ucrospemeno. Tana je L1 =1, Lo=3u L, =L, 1+ L,_2 3an>3.

Joxas. 3a n =1 jenuHu cKyn ¢ TpaskeHOM OCcOOMHOM je &, a 3a n = 2 jemuna tpu TakBa ckyna cy &, {1} u {2}. Heka je
cama n > 3. ITocmarpajmo moackynose ckymna {1,2,...,n} xKoju 3an0BOmaBajy yCIOB JieMe. 3a CBAKA TAKAB MOMCKYII, HETOB
npecek ca ckynoM {1,n — 1,n} moxe Guru camo memro ox caexehier: @, {1}, {n — 1}, {n} nmm {1,n — 1}. Oun nmocmarpasu
MIOJICKYIIOBU KOJ KOJUX je TaKaB MPECEK jeqHa OJ MpBe TPU HaBeleHe MOI'YyNHOCTU MOTY Ce APYTUM PeUrMa ONUCATU YIIPaBO

ka0 moackymosu ckyma {1,2,...,n — 1} y kojuma ce He HaJa3e IBa y3aCTOIHA NPUPOIHA Opoja, Kao Hu Opojesu 1 u n — 1
KUCTOBPEMEHO, & TakBux uMma L, _1. PazmMorpumo canga nocMarpane HOACKYIOBE KOju y npeceky ca ckynoMm {1,n—1,n} najy {n}
mwmm {1,n — 1}. Tepaumo na taxsux mma L,_s. ¥Ycmocrasrnhemo 6ujexnmjy m3meby mux m momckynosa ckyma {1,2,...,n — 2}

y KOjuUMa ce He HaJiase IBa y3aCTOIHA NpUpoIHa Opoja, kKao Hu OpojeBu 1 m m — 2 MCTOBPEMEHO. 3aucTa, ako IOCMaTpPaMO
HNOACKYT kKoju y mpeceky ca {1,n — 1,n} naje {n}, rama yrnamamem enemenTta n mobujamo jemaH 3a10BO/baBajyn MOACKYI
ckyna {1,2,...,n — 2} (Koju, IpUMeTUMO, He CaIP/KU eJIeMeHT 1); aKko ImoCMaTpaMo MOACKYI Koju y mpeceky ca {1,n —1,n}
naje {1,n — 1}, Tama Taj IOACKYI HEe CANP:KU €JIEMEHT N — 2, Ia YKJIAmameM eJeMeHTa n — 1 nobujaMo jeman 3a10BosmaBajyn
noxackyn ckyna {1,2,...,n — 2} (koju oBor myra canpku eiaeMeHT 1). JACHO je ma je OBAKBO IIPECIMKABANE OUjEKLU]ja, dUMe
je meMa moKa3aHA.



Bparumo ce cama ma mocraBi/beHU 3amaTtak. Heka cy Buresum pacnopeheHu 3a OKpyrJimM CTOJOM HA HAUYWH KOJU je Tpe-
BUDEH y IOCTABUU, U HEKA Cy ODeJIeRKeH! CIOBUMA U1, Vg, Vs, ..., U013 PEAOM Kako cexe. [Ipumerumo na cy mehy BuTezoBuma
V1, V184, U367, - - - , V1831 HEMPHjaTEbU TAYHO OHU BUTE30BU KOjU CYy CYyCE€AM y OBOM HU3Y, U AOLATHO BUTE30BU U] W Vig31; OLA-
TIIe, O BUX ce MOke Gopmuparu rpyna meby kojuma Hema Hempujarema Ha TayHo L1 = 199 mauumna (npum uemy cMO oBze
ypauyHAJU W IPa3aH CKyl). Ha MCTH HAUMH 3aKBYUyjeMO Ha Ol BUTE30BAa Vg2, U1ss, U36s, - - - » V1832 MOKEMO (POPMUPATHU TPYILY
Ha TayHo L] HAYMHA, U TAKO p(;}?loHyjeMO CBe JIO HU3a V183, U366, U549, - - - , U2013- CBUM Moryhum koMOuHAIIMjaMa, IO calna HaBe-

2013
neHux Tpymna nobujamo 6poj L1t = 19983, Kako rpyma kojy Ha Kpajy ¢popmupamo mMopa 6uTu Hempasma, onbamyjyhu Taj
ciayuaj mobujamo pememe 199183 — 1.

IIpBu paspen — b kareropuja

1. Jlatu u3pa3 MoskeMo Tpauchopmucata kao 25! + 26! = 25! - (1 + 26) = 25! - 27 = 25! - 33. Cpaku Tpehu Gpoj y mpoussomy
1-2-3---25 nemus je ca 3, Tj. TakBux Gpojesa mMa 8, mTo 3acan maje 3° | 25!. Bpojesu 9 u 18 mesmuBu cy He caMo ca 3 HEro
u ca 9, mTO Momaje jomr o jeman dakrop 3 y 6pojy 25!. Jlpyrum peumma, nmamo 310 | 25! amm 31 1 25!, Homajyhu jom u Tpm
dakTOpa 3 KOja mosase o APYTOT UMHUONA, 3akbydyjemo ma 313 | 25! amm 3144 25!, 1j. n = 13.

2. Ilpumerumo: 3a 6mao kKojy Tauky M Ha HekoM HajkpaheMm myTy

on P mo @, y tauky M mosxkemo ctuhu camo u3 Tauke L Koja ce 9Q 10-40-160-200Q
HaJla3u HemocpenHo jeBo on M wmnm m3 Tauke | Koja ce Hasa3u M 16-30—-60-100
Henocpenno ucnoxn M (cauka neso). 3ato je 6poj Hajkpahux myTesa L 1 4 10 20 30 40
on P mo M jemmax 306upy Opoja majrpahwx myreBa om P mo L 1+—3—6—10—10-10
u Opoja majkpahwux myrteBa oxm P mo I. Hemocpemmmm mpebGpaja- | 1234
HEeM, IPUKA3AHUM HA CIUIU AECHO, nobujamo ma je 6poj majrpahmx l
nyteBa on P no @ jennak 200. (3amHTEpECOBAHUM yUEHUIMA TIPe- P Pea—1-1-1
[UTasKEeMO [a Morjaenajy u d. 3aaTak y 3A pa3peny Ha OBOM TaKMU-
Uemy, MTO je CIOKEHUja Bep3uja OBOT 3aIaTKA.)
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3. Cse moryhe koMbuHanuje 3a nBa YOBEKa KOje je TypuCTa CPeo

jecy: (v,v), (v,p), (p,p) u (p,v) (upu ueMy y CBAKO] 3arpaiy Ha IPBOM MECTY CTOJUA U YKOJIMUKO je HUKU YOBEK BUTE3 a P
aKo je moiam, a APYro MeCcTO Ha CIMYaH HAUMH KapakTepuie Buimer voseka). Ha cBoje mpBo mmrame TypucTta 0u no6mo
OJrOBOD ,,HE“ caMO y YEeTBPTOM CJIydYajy, a OATOBOD ,Oa‘“ y CBUM OCTAJIUM ciydajeBuMa. Jlakie, mOMTO TypUCTU OATOBOP HA
IPBO NUTale HUje OMO HOBOJbAH, 3aKbYUYjEMO na je Taj OArOBOD OMO ,ma‘“ M na BaKy HEKM O IpBa Tpu ciaydaja. Ha cBoje
OpYyro nurame TypucTta 6w mobmo oarosop ,,ma‘ y mpBoM U Tpehewm ciaydajy, a oaroBop ,He“ y mpyrom ciaydajy. Ilomro je
TYPUCTU OBaj OArOBOP OMO MOBOJbAH M4 Ca3HA INTA je :Kejleo, 3aKbydyjeMo na je oAroBop Ouo ,He“ u ma BayKy APYTHU CIydaj,
Tj. HIDKU 4YOBEK je BuTe3 a Bumu nomnan. (Taunrenra 73, crp. 49, 3an. 28.)

4. Jloka3zaheMmo na obe cTpaHe IOCMaTpaHe €KBMBAJICHIMjE MMAajy KUCTY BPENHOCT 33 Ma KaKBE BPEIHOCTU MCKA3HUX CJIOBA
D, ¢ U T. YKOJIUKO CJIOBO T MMa BPENHOCT |, NECHA CTPaHA E€KBUBAJICHIWje MMa BPETHOCT |, & BPETHOCT JIEBE CTPAaHE je
BPEOHOCT UMILIMKanuje obJauKa | = ..., ma je m BpemHOCT JjeBe cTpaHe jemHaka | . /lasbe, YKOJIMKO HEKO OJ CJIOBA P UIU ¢
nMa BPEOHOCT |, HeCHA CTpaHa €KBUBAJEHIMje MMa BPETHOCT |, a BPEOHOCT JIEBE CTPAHE je BPEIHOCT UMILIUKALU]E ODIMKA
... = T, ma je m BpemgHOCT JieBe cTpaHe jenHaxa |. Haj3anm, yKoIuko cBa Tpu mocMaTpaHa CJIOBa mMajy BpenHocT L, Tana
IecHa CTpaHa eKBUBAJIEHIUje MMa BpenHocT |, a jeBa crpana uma Bpemnoct -l = LV L, tj. T = 1, mro je L. OBum je
nmoka3s 3aspmen. (Tanrenra 73, cTp. 33, 3an1. 1.2.)

5. Cnajame OMIIO KOja IBa pa3IBOjeHA JIAHUMIA 3aXTeBa PACKUIAE U MOHOBHO CACTABJ/LAKE jeqHE AJKe, MTO 3JIaTapa KOIITa
3 $. Kako ma mouerky mmamo yetupu Janumha, sipatapy Tpeba Hajmame 9 § ma 6m ob6asumo mocao. [lokawnmo na my je 9 § m
IOBOJBHO. 3JyaTap MOKE Ja PACKUHE CBe TPU ajlKe HajMamer JaHurha, v JBe Ol HBUX UCKOPUCTU Oa O NpBa Tpu JaHduha
HampaBy jenaH orBopeH sauuil (ox 15 askm: 13 Kouwko ykymHO Ta Tpu JaHdmha wmMajy, mwiayc jom 2 ysere ox Tpeher
namuyuha), a Tpehly nckopucrtu 3a 3arBapame namunha ykpyr. (Tamrenra 73, crp. 51, 3azn. 1.6.)

Ipyru pa3spen — B kareropuja

1. Heka je O umenrap Tor Kpyra, Tj. cpemuna crpanune AD, a E Tauka gomupa Tor kpyra ca kpakoMm BC. Jlako je youuru
AOAB = NOEB (OFE = OA xao monynpeunntu nomenytor kpyra, L{OAB = {OEB = 90°, OB = OB, ma noxyIapHOCT
caemu o crasy CCY). Omarae nobujamo AB = BE = a. Ananoruo mobujamo DC = CFE =b. Haxae, BC = a+b. Heka je F
noauoskje Hopmate uz C na AB. O3znauumo CF = h (0Bo je Bucuna mocmarpanor tpamesa). [Ipumenom [Turaropune Teopeme
ua ABCF mo6ujamo (a + b)> = h? + (a — b)?; omasme mzpauymasamo h? = 4ab, tj. h = 2v/ab. Ilakie, MOBPIIMHA TOCMATPAHOT

Tpamesa usHocu: P = h(a;b) = 2m2(a+b) =Vab(a+b).




2. Ioraskumo na Ilepa (mpsu urpau) mobuja. ¥ csom mpsoM notesy llepa ymucyje b = 0.
Tana Muka mMopa ymMecTto a u ¢ ynucaTu OpOjeBe pasiaudure O HyJje. JemHadymHa Koja ce D b C
Tako nobuja cBOmA ce Ha T2 = —<£. OBa jeqnaumna WIM UMa Ba PEaJHa pPemerma Wil HeMa
HEjeqHO (y 3aBMCHOCTM OJ TOTA [a JX je BPEAHOCT —< MO3UTHMBHA MM HETATHBHA); HAKIe,

Ilepa mobebyje ma kako Mura omurpao. E

3. [Tocmarpajmo 6pojese 12345678900000, 12345678900001, 12345678900002, . .., 12345678902012.

Kako onu mpencrasmajy 2013 y3acronaux npuponaux 6pojeBa, OHM 1ajy CBe MOTylie ocTarke L
npu mememy ca 2013. Harme, mebhy oBum 6pojeBuMa mocToju HEKM Koju maje ocrarak 0 mpu
nemeny ca 2013, Tj. mocroju 6poj memus ca 2013. (Tanrenra 74, cTp. 12, 3ax. M1175.)

o

4. a) U3 ycnosa samatka mobujamo y? = HYE ¢ Q (mpowmsBon nBa parmoHaJHA Gpoja

omeT je pamuoHaJiaH Opoj, M KOJUUHUE OB PAUOHAJNHA Opoja pazaumdmra O HYJEe OIeT

je pammonasan 6poj). Amamorso mobujamo 12 € Q m 22 € Q. Karo je 36up pammoHaHAX

BpojeBa omeT pamnuoHaJaH 6poj, mobujamo 2 + y2 + 22 € Q. A Fooa B
b) N3 ycnosa 3amaTka mMaMo

(zyz)* = (2y)(y2)(z2) € Q.

Hame, rakobhe u3 yciaoBa 3anaTra Kao U mesa LOKA3aHOT HOX a), 106ujaMo

Om 2014 2B 1

(x+y+2)2=a?+y* + 22+ 22y + 2yz + 222 € Q.

Ksanpupajmo mosnat uaentuter z° + y° + 23 — 3zyz = (v +y + 2) (2% + y? + 22 — 2y — yz — zx). Ilobujamo:

(23 + 92+ 252 —6(a® +y® + 23)ayz + 9(xy2)? = (x+y + 2)2 (2% + 92 + 2% — a2y — yz — 22)2.
Ilecuna cTpaHa OBe jeIHAKOCTHU jecTe paluoHaJaH 0poj (3a OPBM UMHMIIAIL CMO MOKA3AJM 14 jeé PAIUOHAJNAH, a 34 APYTU TO
cilem M3 ycJIoBa 3alaTka Kao u genaa mox a)). Cabuprmm (22 + 32 + 23)? u 9(zyz)? takobe cy pammonamsu Gpojesu. Kako je
u 2% + y3 + 2% pammonanam 6poj pasmmumT on Hyse, ma Gu JeBa cTpaHa Guia pamuoHaJaH 6poj (ITO MOopa GUTH, jep cMO
3a IecHy KOHCTATOBAJM 4 jecTe panmoHaiaH 6poj) mopa Baxutu zyz € Q. Cama mako mobumjamo z = mTyyz € Q, u anasoruo
caiemu ¢ € Q u y € Q. (Tanrenra 72, cTp. 13, 3an. M1128.)

5. Kako ce Hujemna mudpa He cMe IIOjaBJ/pMBATH BUIIE O ABA IIyTa, CBAKM O IOCMATPAHUX YeTBOpoOnu(ppeHnx OpojeBa
3ammcaH je uiam noMolly aBe nmudpe o KOjUX Ce CBaka MOjaBJibyje o ABa IyTa, Win HoMoly cBe Tpu mo3BosseHe nudpe mebhy
KOjUMa Ce jelHa MOojaB/byje TAUHO ABA IyTa, a IPEOCTaJe ABE TAYHO IO jeTHOM. Y IPBOM CJIy4Yajy, YKOJIUKO Cy Te aBe nudpe 1
u 2, Tana MokeMo nobmTu 6pojese 1122, 1212, 1221, 2112, 2121 u 2211, 1j. mect MOryliHOCTH; UCTO BasKU YKOJIMUKO (PUKCHUPAMO
uudpe 1 u 3, ogaocHO 2 u 3, mITO CcBe 3ajenHo naje 18 moryhHOCTH y IPBOM ciaydajy. Y APYTOM CIydYa]jy, YKOJIUKO ce nuppa
1 mojaBmpyje mBa myTa a mpeocraje OBe Iudpe IO jeIHOM, Tala MOxKeMo mobutu Opojese 1123, 1132, 1213, 1312, 1231, 1321,
2113, 3112, 2131, 3121, 2311 un 3211, Tj. mBanaect MoryliHOCTH; MCTO BasKu yKOJMKO ce mmudpa 2 (a He mmppa 1) mojasmyje
IBa IMyTa, KA0 U yKOJUKO ce mudppa 3 (a me mudpa 1) mojasmyje ABa myTa, mTO CBe 3ajenHo maje 36 moryhuocTu y mpyrom
cayuajy. Hakae, umamo ykynao 54 taxsa 6poja. (Tamrenra 74, crp. 36, 3an. 1.1(a).)

Tpehu pazpen — b kareropuja

. s 4 . . iind .
1. Jlogahemo mo 2sin® z cos z = % Ha 06e crpame. lobujamo (sin®z + cos* x)? = é—; + %. Tarobe u3 sin z + cos z =

2 2 sin? 2z
2
: ; 2 15 _ 15 1
, mocyie cpebuBama mobujamo kBaapaTHy jemnauuny t° — 4t + ;¢ = 0. Hbena pemema cy 7 u ;. [Ipso ounrto ornana

L V2

2

. . . in2 . in%
(sin?z + cos?2)? — 2sin®zcos’z = 1 — 2sin®zcos?z = 1 — sn2t noGujamo (1 — )2 = % + 2L AKo yBemeMo CMeHy

.2
__ sin“2x
t= 2

.2
3 .osin“ 2z 1
300r MHTEpBaJIa y KOM Ce HaJIa3u CUHYC, & U3 Apyror mobujamo: 5% = 7,

Ilaxme, ckyn pemema je: x € {5 + %’r ckeZ}.

Tj. sin2x = a ojapze mMamo 2r = 7 + %’T

2. Y cBakoj BpcTtu moctoju 6ap n + 1 KpameBCKux mosba, Te Ha mesnoj tabaum mma 6ap (2m + 1) - (n + 1) KpameBCckux mosma.
Amnasnorno, Ha nenoj Tabmu nma 6ap (2n+ 1) - (m + 1) napceux moma. Heka je K ckyn kpasmeBckux nospa, a C' CKyI HapcKux
nosa. Baxu |[KUC| = |K|+|C|—|KNC|. VI3 oBe jenHAKOCTH, 3aTUM MaJIO4Yac NOOUjEHUX HEeje THAKOCTY, U Haj3a,] Heje THAKOCTH
IKUC| < (2m+1)(2n+ 1) (jep Ha Tabun yrynao uMamo (2m + 1)(2n + 1) mosma) nobujamo

IKNCl=|K|+|C|—|KUC|2(2m+1)(n+1)+2n+1)(m+1)—2m+1)(2n+1)=m+n+1,
mTo je m Tpebasio moKas3aTu.

3. Hexka je Ty mBommdpen 6poj mespbuB Ipou3BOIOM cBOjux mudpapa. Tanga mocroju npuponan 6poj k takas mna Baxku 10z +y =
kxy, tj. y = (ky — 10)x. Onasne 3akmyuyjemo x |y, ma tume u 0 < x < y.
Axo Basu x = y, Tama ciemu 1lx = kz?, te cnemu 11 = kx. Jemuna moryhumoct je k=11u 2z =y = 1.



Ako Bawu r < y, Ttama caemu ¥ < 4 (y cynporsom y mehe Guru mudpa). 3a © = 4 nobuau Gucmo y = 8, amu TO HUjE
moryhie jep 6u tanma Baskuio 48 = 32k. 3a x = 3 Basku 10x = (kxz — 1)y, 1j. 30 = (3k — 1)y. Karko umamo y < 9, 3|y u y | 30,
3akmyuyjemo y = 6. 3a x = 2 Baxku 20 = (2k — 1)y, u karo umamo y < 9, 2 | y u y | 20, 3armyuyjemo y = 4. Konauno, 3a z =1
cnemmn 10 = (k — 1)y, ma y Moske ysetu BpenHoctu 2 u 5.

IIpema ToMme, ycioBe 3amaTka UCHymasajy Opojesu 11, 12, 15, 24 u 36. (Taurenra 73, ctp. 14, 3ax. M1155.)

4. Heka je mocmarpanu tpane3 ABCD, npu uemy je AB ny:ka ocuoBurna. Heka je E moxnoskje Hopmadtie usz C' Ha ocHoBuny AB.
N3 ACLBC nmobujamo BC = ABcosa = acosa. 3atum omasae nobujamo CE = BCsina = acosasina u BE = BCcosa =
acos? a. IlobujeHo Teao Moe ce MOINEeJUTH Ha ABE IOLyJapHe Kylle, Yiju IOJylpedHuny ocHoBa usnoce C'E a Bucune BE,
Kao ¥ jenaH BaJsbak moJsyrnpeunuka ocHoBe C'E u Bucune C'D. Onpatie je TpaskeHa 3allpeMUHA jeTHAKA:

1 2 4 cos?
V= 2'§OE2'7T'BE+CE2 m-CD = g(a cos asin o) (a cos? a) + (a cos asin o) ?m(a—2a cos® a) = a®n cos® asin® a (1 - CO?)SOz) :

(Tanrenra 69, ctp. 29, zan. II1.5.) D c

5. Ako Ou mMebhy OHEMX mIecT y3aCTONHMX OaHa TOKOM KOjUX je IeYak JaBao HaMma II03HATe
OroBOpe OWUIM U MOHENE/hAK U YTOPaK, MOPAIN ODMCMO MMATU JBa Y3aCTOIHA MCTA OATOBOPA
(bymyhu ma medak m MOHENEHLKOM U yTOPKOM TMOBOPU UCTHHY ), MITO HEMAMO; IAKJE, j€IuHe 5
nBe MoryhnocTu Koje npeocrajy jecy MOryliHOCT Aa je HU3 mUTama nodeo y yTopak (a mectu A
OArOBOP LOOUIIM CMO y HEeLEJbY ), KAo U MOy IHOCT [a je HU3 IUTama I04Yeo y cpeldy (a mectu
OArOBOP NOOMIK CMO y IOHedesbak). [IpernocraBumo na je nocpemu npyra moryhaoct. Tana
cMOo y cyboTy mobusu omrosop ,, Toma“, a y mouenemak Takohe oarosop ,, Toma“; HO, 0BO je
memoryhe Oyayhu na cy6oToMm mevyak yBek jaske, a IOHEIE/LKOM yBek roBopu nctuny. Ilakie, G r
ocTaje jeauHO mpBa MOTYHOCT; KAKO je ¥ TOM CJydYajy IejYak y yTOpak Jao oarosop ,Msan*

a YTODKOM YBEK I'OBOPU WCTHWHY, X KAKO je y TOM CJydYajy CeaMu OAaH IOHENEJbaK, KaIa

IeJaK OleT rOBOPU MCTUHY, 3aK/byUyjeMo Oa je ceaMor maHa Jedak mao omrosop ,,Vsam“. Om 2014 3B 4
(Tamrenra 73, crp. 52, 3ax. I1.8.)

UYerBpTH pa3pen — b kareropuja

1. Ilpso pewewe. Ha ocHOBy jemHaumHe U3 HOCTaBKe CIEOU Oa Cy T] = /T —2 U Tp = /4 — 1 pemema Heke KBaJIpaTHE
jemmaunue obmuka 2 — 2x + ¢ = 0, 3a moromHo omabpano ¢. Hamame hemo kopuctutu ciemehe jemmakocTu: 1 + Top = 2
(mato y mocrasmu), x179 = q (caemu u3 Bujerosux dopmyna) u z] + x5 = 2 (muperTHO ce youasa). Ha OCHOBY HUX MMaMO
(71 + 22)? = 22 + 22 + 27179, Ma je 22 + 22 = 4 — 2¢. [loroBEUM KBagpUpameMm mMamo T + x5 + 22223 = 16 — 16q + 4¢%, Tj.
2 + 2¢%> = 16 — 16q + 4¢>. PemapameM oBe KBaJpaTHE jeJHAUMHE IO ¢ HoOujaMo ¢ = 7, 3a KOje Cce BUIM A T U Ty HUCY
peaJiHM, IIa [IOJIA3HA jeqHAYMHA TaAa HEMa pellema, a 3a ¢o = 1 mMaMo T1 = o = 1, ma gobujaMo jeauHO pememe T = 3.

Jlpyzo pewewe. Kao y NPeTXOMHOM pemIeRy, O3HAUMMO T1 = /T —2 1 To = /4 —x. UMamo @1 + 29 = 2 u xf + 25 = 2.
IIpumenom mejennakocTu uamebhy KBagpaTHE M apUTMETUYKE CPEIVHE ABA MyTa KOOUjamo:

L= i ,4/x%;w% :1/\/@%)2;@%)2 . \/x%;xz sotm g

Opmatie, y ropmeM HU3Yy CBYTIE MOPajy BaKATHU jeJHAKOCTHU, IITO je Moryhe camo 3a w1 = x2. Cama uz Vo —2 = v/4—x
nobujamo r = 3.

2. HejemrakocT mOKa3yjeMo MaTeMATHUKOM MHAYKOUjoM. 3a n = 2 HejeaHakocT Baxku (cBomm ce ma 2!-4! > (31)2) 1j. 48 > 36).
IIpermocTaBUMO fa MOCMATPAHA HEjETHAKOCT BAKHU 3a yOUeH NMPUPOJAH OpPOj 1, W HOKAKMMO Ja OHA Tala BaykW U 3a N+ 1,
Tj. 2141+ (2(n+1))! > ((n + 2)!)"*1. Umawmo:

24l 2+ 1)) = (204l 20)) - 20+ 2)1> (n4+ )™ - 2n+2)! = (n+ DY) - (n+ 1)1 - (n+2)(n+3) - (20 +2))
>((n+DH" - (n+ D! (n+2)" = ((n+ 1)) (n42)" T = ((n+2))" T,

wro je u Tpebaso nokazaru. (Tamrenra 72, crp. 14, 3ax. M1133.)



3. V3 nocraB/beHUX yCIOBa 3aK/ByUyjeMO na Ce TeMe z3 IOoCMaTpaHor poMmba nobuja poramnujom

TeMmeHa z1; oko Tauke O 3a 45°. Jlpyrum peumma, 22
23
2 2 2 2 4— 2 4 2
23 = 21-(cos 45° +isin 45°) = (2v/2+1) <\2[ + Z{) = (2 - \2[> +i (2 + {) = 2\[4-2" +2f-

Teme zo MOsKEMO HOOUTH KAaO MEHTPATHOCUMETPUYHY CIUKy TemMeHa O y OQHOCY Ha MPECeK Aujaro-

Z1
HAJIA, Tj. Y OHOCY Ha CPEMUINTe Ny:KA YMjU Cy KpajeBu TeMeHa 2z u z3 (Oynyhu ma ce mmjaromase
pomba nosose). Tpaeno cpeaumTe je Tauka 22 = 4+iﬂ +i- 6+4\/§, onakyIe mobujamo o]
4+43vV2 . 6+V2 4+3vV2 . 6+V2
29 =2 1 +1- 1 = 2 +1- 5
Omn 2014 4B 3

(Tamrenra 72, crp. 31, 3ax. I11.4.)

4. [Ipumetumo ma 3a x = 0 umamo tg0 =0 u 0+ % =0, Tj. 0be cTpaHe mocMaTpaHe HEjeHAKOCTHU cy jemHake. /lokammo na

je ¢oyuruumja f(x) =tgax —x — % crporo pacryhia y 3amarom maTepBady. osomuo je nokaszaru f'(x) > 0. Mmamo:

L2

1 1—cos?z sin®

fl2) = — —1—332:72—1‘2: 5 — 2 =tg’x — 2%
cos? x cos? z cos?

Yromuko mokaemo ma 3a x € (0,%) Bamm tgx > x, mobujamo f'(x) > 0, umme Om noka3 Gmo 3aBpuieH. Y Ty CBDXY,

nedunnmmMo g(z) = tgr — 2. Kako je g(0) = 0, moBosmno je mokasatu ma 3a x € (0,F) Basu g'(z) > 0. U 3ancra,

1 1—cos’z sin’x

g'(x) = 5. 1= 5 = 5 = tg?x >0,
cos? cos? x cos? x

wro je u tpebaso nokaszaru. (Tamrenra 69, crp. 32, 3ax. IV.3.)

5. ITocroju 900 Tpouudpenux OpojeBa. OHux mecronudpeHnx OpojeBa KOjU Ce MOrY IPEACTABUTU KAO IPOU3BOM ABA pa-
3nuynTa TpouudpeHa 6poja uMma HajBUIIE 9005& = 404550, a oumx mecTonuppeHux OpPOjeBa KOjU ce MOTY MPEACTABUTU KAO
IpouW3BO nBa mcTa Tpouudpena 6poja uma mHajsume 900. Onpartie, mecronndpenux 6pojeBa KOju ce MOI'Y MPEACTABUTU KAO
Ipou3BO ABa TporumppeHa Opoja nma HajBume 405450, mTo je Mame O MOJIOBMHE YKYyHHOr Opoja mecronundpeHnx O6pojeBa
(rojux mma 900000). dakae, Bulle MMa OHUX KOjU Ce He MOT'Y HAIKCATU Kao IPOU3BOXA ABa TpouudpeHa 6poja.



