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IIpBu pa3pen — A Kareropuja

Ha Tabsu je 3amucan mo3utuBaH peajiad 0poj x. Y jeIHOM KOpaky HO3BOJHEHO je YPaauTu
caenehe: yronuko je Ha tabau Beh 3amucan Opoj a, MO3BOJHEHO j€ MONMUCATU HEKU O
opojeBa a + 1 unu %, UK, YKOJMKO Ccy Ha Tabiu Beh 3amucanu OpojeBu a m b 3a koje
BasKku a > b, Tama je MO3BOJHEHO AOMMCATHU HEKu on OpojeBa a + b mnum a — b. Ilokazaru

ZIa je Tocie KOHAYHO MHOTO Kopaka Moryhe mo6uru Ha Tabmau 6poj z2.

Heka je P(n) mpousson cBux mudapa npuponsor 6poja n. Hahwu cse npuponne 6pojese
n 3a kKoje Baku n = P(n) + 18.

Heka cy a u b mpupoauu 6pojeBu. Jloka3zatu na mpupomaau OpojeBu ¢ u d TaKBU Oa BaKU
a’® + b + c? = d? nocroje ako u caMo ako je H6ap jeman ox 6pojeBa a u b mapas.

Kpyxuaune k1 n ko ceky ce y taukama P u (), npu uemy Kpy:kHUIA ki mTpoja3u KPO3
meHTap kpyskuune ko. Paznmuuure Ttaurke A u B neske Ha meny KpyskHUIE ki Koju je
yHyTap ko 1 MIPUTOM Cy jemHAKO yaaJbeHe oI IMeHTpa KpyskHuie ko. Aro mpasa PA ceue
ko y Tauku D # P, mokaszatu na tana Baxku AD = PB.

Y 6uockoncky caay koja uma 2015 mecra ymio je 2014 mocerunana, mehy kojuma je u
Muka. CBu 0BU MOCETHOIU CeJU Cy Ha MPOU3BOJLHA MeCTa, He 00a3upyhu ce Ha TO Koje
MECTO UM je HaMeHeHO npema kaptu. Ha mona ¢unma y camy ymaazu 2015. mocetunan. On
’KeJn na cemHe Oaln Ha CBOje MEeCTO IpeMa KapTHu, U YKOJMKO je OHO 3ay3eTo, moanhu he
C TOT MecTa rijemaona Koju Ty cenu. [lomurayTum riiemaJjal moToM rjiena Koje je HeroBo
CeuINTe, U aKO je OHO 3ay3€eTO, U OH he moauhwu rienaona KOju cequ Ha HErOBOM MECTY.
OBakaB mocTymnak ce HACTABJbA CBE IOK He Oyae MOAUTHY T TJiefaliall KOMe je mpeMa KapTu
IOJeJheHO MecTO Koje je ciaobomuo (n o he tama cectu ma 1o Mecto). Heka je a Gpoj
OHUX MOYETHUX paclopena 3a Koje he TOKOM 4unTaBOT OBOT KOMemawma m Mwuka y HEeKOM
MOMEHTY OUTH moaurHyT, a b 6poj mpeocTanux modveTHuX pacmnopena. Koju ox ciaeneha
Tpu omHOCA Baxku: a > b, a = b unu a < b?

Bpewme 3a pan 180 muuyTA.
Pemema 3amaraka merarsHO O0OPa3I0KUATH.



MwuHuUCTapCTBO MPOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOMIKOT pPa3Boja
IpymTBo maremaruuapa Cpouje

ORPYKHO TARKMMWNYEILE 13 MATEMATHWRE
YUEHVMKA CPEIILMX INIKOJIA

31. jamyap 2015.

Ilpyru pa3pen — A kareropuja

Pemmutu cucrtem jemnaumua:
uwv =3u —v+1;
vw = 3v —w + 1;

wu = 3w —u+ 1.

[Ipen Pajom Partkom mHa Tabau cToju 3ammcan mpupomaH Opoj y KOMe Cy CcyHhepom
obpucane mse mmudpe mameby kojux ce masmaszu mapan 6poj (mosmarux) mudapa. Paja
3Ha OCTaTKe I0JIa3HOT Opoja mpu mekemy ca 9 m ca 11 m mokymaBa oa OTKPUje OBE
obpucane nudpe. Vcnocrasuno ce na Paja Huje y moryhHocTn na otkpuje nuppe xoje
HEOCTajy, Tj. mocroju Bume ypebernux maposa mudapa (z,y) TAaKBUX Oa ce, 3a CBAKU
TakaB ypebeH map, ynucuBameM nmdapa m3 TOr ypebheHOr mapa Ha MecTO OOpPHCAHUX
nmudapa nobuja Opoj Koju npu nemewmy ca 9 m ca 11 maje ympaBo oHe OCTaTKe KOJjU CY
nosuatu Paju. Ogpenutu usmeby rojux moryhuoctu 3a ypeben nap (z,y) Paja Parak
HEe MO:Ke Ha Ce OIpeneu.

Y ANABC Baxu { BAC = 45° u LCBA = 15°. Ha npoay:ketry crpanute AC mpeko tauke
C youena je tauka M taxsa na Baxku CM = 2AC. Ogpemuru L AMB.

Har je AABC y xom Basku £C = 90°. Heka je P Taura ma kpahem ayry AC Kpy:kRHUIE
omucane oko AABC. Hopmana u3 tauke C' wa npaBy C'P ceue npaBe AP u BP y taukama
K u L, penom. lokaszatu ma omuoc nospmwuHa ABKL u NACP ue 3aBucu on uzbopa
Tauke P.

Heka je youen mpupoman 0poj n memuB ca 8. IlocmarpajMo cBe MOACKyHOBE CKyIa
{1,2,...,n} yuja je KapAMHAIHOCT HejbMBA ca 4 WM Haje OCTATak | IPU HeJbemy ca
4. Heka je Opoj takBux moackymnoBa jemHak m. [lokazatm ma m y OMHAPHOM 3amucy
caIp:Ku TadyHO ABe nudpe 1.

Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merasHO O0OpPa3I0KATH.
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Tpehu pa3spen — A kareropuja
Heka je p > 3 mpoct 6poj. Horkasaru:

2 p
pe+1 _
21(T5) + (-ayon.

Oppemutu ¢cBe BPEAHOCTU MapaMeTpa ¢ 3a KOje CHUCTEM jeTHaUHA:

2 —yz =1,
y? — zx = 2;
22 —zy=c

UMa pelrene y CKyIly HEHeraTUBHUX PeaJiHUX OpojeBa.

Y KOHBEKCHOM YeTBOPOYTJIY IOy;KMHE CBUX CTPAHWIA U OUjaroHalia Cy PalUoOHAJHU OPO-
jeBu. [la nu Tama m my:KUHE OJCEYaKa OUjaroHajia Ha KOje WX OeJU HUXOBa IMPECeyHa
TAYKa MOPajy OuTw panumoHaJHu OpojeBu?

Ha tabau je ma mouerky 3amucan 6poj 1. ¥ n-ToM KOpaky cnpoBoau ce cjiemenu mocTy-
maK: CBaKU OPOj Ha Tabau ce OOpUIle U yMECTO Hera ce 3amuine Hu3 OpojeBa, U TO TaKO
ITO Ce, YKOJIUKO je obpucan 6poj i, ymMecTo mera namumie au3 1,2, ...,i— 1 (cnenujasso,
YKOJIMKO je obpucan 6poj 1, yMecTo mera ce y OBOM MOMEHTY He yIUCYje HUIITA); TOTOM
ce momaTHO Ha Tabay momumie O6poj n+ 1. OapenuTu Koauko he 6pojeBa Outu Ha TAbIU
HakoH 2015 oBakBUX KOpaka.

Y wkouBekcunoMm uerBopoyriy ABCD mnosuatu cy yraosu: L BCA = 40°, L BAC = 50°,
£BDA =20° u {BDC = 25°. OgpenuTtu yrao Koju 3akjamnajy AWjaroHaje TOT YeTBOPO-
yria.

Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merarsHO OOpPa3I0KATH.
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UerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Hahwu ckyn BpemnocTu m3pasa
TY + T2+ Yz

r+y+z

y3 orpanuvema x,y,z > 0 u xyz = 1.

Hahwu cBe 0OpojeBe ca 31012015 mudapa TakBux ma ce M3MEHOM Ma KOje IuUppe yBEK
nobuja Opoj Koju Huje nmessuB ca 11.

Ha Geckonauno Benukoj Tabim 3anmcaHy Cy CBU OPUPOAHU OPOjeBU, CBAKU TAYHO IO
jemaumyT. ¥ jemHOM KOpakKy MO3BOJHEHO je m3bpucaru KOHAYHO MHOTO OpojeBa c TabJe,
pemnmMo ai,as,...,0,, 1 YMECTO HBUX HATIUCATU UIN OPO]

ay+ag + -+ an,

i Opoj
1

1 1 1 -
o ta Tt

IlokazaTu ma je 3a Ma KOjU HMO3UTUBAH palMOHAJaH Opoj ¢ Moryhe HAKOH KOHAYHOT
Opoja omucaHUX KOpaka moOUTU Ha Tabau Opoj q.

Hexka je C' rauka ma kpy:kuunu k1. Kpyskuuna ko ca nmearpom C' ceue ki y taukama P u
Q. Taurenra u3 mearpa O kpy:kuuUle ki Ha KPy:RHUILY ko nomupyje ko y Tauku N u cede
ki1 y Taukama A u B, npu uemy Basku AN > BN. [Ipase AC u PQ ce cexy y Tauku K,
a nmpaBa INK ceue ko y Tauku L # N. lorazaru: AL | PQ.

Ila nu mocroju pactyhu Hu3 npuponuux 6pojeBa (a,)>° ; Takas Ia Ce CBAKU IPUPOIAH
6poj m € N Moxe Ha jeIUHCTBEH HAUMH IOPEACTABUTU y OOJIUKY M = a; — a; 3& HEKe
1,5 € N?

Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merarsHO O0OpPa3I0KATH.
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IIpBu pa3pen — B kareropuja

Haru cy ckymosu A = {1,2} u B = {1,{1},{1,2}}. Ompemuru cxkynose AN B, AU B,
A\ Bu B\ A.

Heka cy AA,, BBy u CCy Bucune y NABC, u uera je H meros opromenrap. Ako je
£LA1HCy =116° u A1HB, = 108°, onpenutu £ BAC.

[Ipuponan 6poj n je mOTIYH KBaIpaT KOjU ce He 3aBpIIaBa HyJOoM. bpucamem mocienme
nBe nuppe 6poja n modbujamo Opoj Koju je takobhe mornyH kBaapar. Hahwu majBehy
Mmoryhy BpemnocT Opoja n.

Onpemuty Kommko nMa ypebenux mapoBa mpupomHux 6pojeBa (r,y) TAKBUX Aa BaKU

H3C(z,y) = 6!.

Ha Tabau je 3anucano n npupomauux 6pojeBa y Huidy. Jlokaszatu na je moryhe obpucatu
Heke o Bux (Moryhe je u He o6pucaTu HUjenaH), & TOTOM UCIPEe CBAKOT O IPEOCTAJIIX
OpojeBa ymucaTu 3HaAK ,,+ ° wam ,,—° HaA TakKaB HAUYWH na pe3yjaTaT MoOujeHor m3pasa
Oyne memuB ca 2" — 3.

Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merarsHO O0OPa3I0KATH.
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Jlpyru pa3spen — b kareropuja

Pemutuy jemnaumny
] 2 a? — b?
r—a a2+ 22— 2azx’

rme ¢y a u b durcupaHu peasiHu OpOjeBU, a T je HEmo3HATA.
)

Har je AABC y koM Basku £ BAC = 60°, AB = 2x u AC = 3z (rme je x Heka 3amara
ny:xuHa). Ila nu je moryhe oBakaB Tpoyrao ucehm Ha Tpm mesma u Ox BUX CACTABUTHA
MpaBUIaH MecToyrao?

Heka cy p, ¢ u r npoctu 6pojeBu 3a kKoje Baxu p + ¢ + 1 = r2. Iloka3aTtu ma je 6poj
pq + 34 cmokeH.

Ha kpamuma AB u AC jemmarorpaxkor AABC onpebene cy tauke P u () Tako ma je
APMB = £QMC, rme je M cpemumre ocuosunie BC. Iloka3aru na je BQ = CP.

Ha TakMmuemy m3 MaTeMaTwke ydeHWIM pale 7 3alJaTaka, U Ha CBAKOM O]l HBLUX MOTY
octBaputu 0, 1, 2, 3, 4 unu 5 noena. Hakon mpersenama MCIOCTABUIO C€ Oa MOCTOjU
tauno 500 yuenura koju y ckopy mmajy 30 moena. /la au meby oBux 500 yuenura mopajy
IOCTOjaTu ABA KOjU CY HA CBAKOM 3aJaTKy OCTBAPUIU HOAjenHaK Opoj moeHa?

Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merasHO O0OPa3I0KUATH.
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Tpehu pa3spen — B kareropuja

Ilokasatu ma 3a cBe peajHe OpojeBe t BAKU
1 2
4+ [t+ 2|+ |t+=| = [3t).
3 3
(3a peanan 6poj z, ca |z| o3mauaBamo Hajsehu neo 6poj koju Huje Behu on x.)

Y crkyny R pemwurtu jennauyusy

(sinx + V/3 cos z) sin 4z = 2.

Ha mpupomaom 6pojy n cunpoBommMmo cienehy omepanujy: mociensy nudpy IeKagHOT
3amnuca Opoja n MHORUMO ca 4 u TO cabepeMo ca OpojeM kKoju ce mobuja OpucameM Te
nocienme nudpe (Ha npumep, Ha Taj HAUMH o Opoja 1345 nobujamo 6poj 4-5+134 = 154;
CIIEIUjaJIHO, YKOJIMKO je OPOoj n jenHOIMdPEH, y3uMaMo Ja HaM HAKOH Opucama Te HeroBe
jemuue mudpe ocraje 6poj 0, ma OBAKBOM oOmepamujoM OX Hera mobujamo 6poj 4n).
OsBaj mocTymak HaCcTaB/HAMO Ca CBAKMM HOBOIOOUjeHMM OpojeMm, HeorpaHWdeH Opoj myTa.
[IpernocTaBuMO na je y HekoM Kopaky mobujen Opoj 2015. /lokazatu nma ce mebhy cBum
OpojeBuMa kKoju cy Omam mOOMjeHM y HEKOM IPETXOMAHOM MOMEHTY, Kao U Mehy cBuUM
OpojeBuMa Koju he Tek ycienuwTu, He HaJa3UW HUjedaH IPOCT OPOoj.

Heka cy AAy u CC; resxumue ny:xu y NAABC. Ha crpanunu AC omabpana je mpowus-
BOJbHA Tauka P, u Kpo3 my cy moByuene npase napaiesnne ca AA; u CC;. Ose npase
cery crpanunie BC u AB y taukama FE u F', penmom. Jlokaszartu na nysxxu AA; u CC, mene
ny:x E'F Ha Tpu jenmHaka mena.

Komnko nma mecronudpennx 6pojeBa ca paszauduTuM nudpama 4dmja je HajBeha mudpa
3a ocaMm Beha on Hajmame mudpe?

Bpewme 3a pan 180 muuyTAa.
Pemema 3amaraka merarsHO O0OpPa3I0KUATH.
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UerBpTHu pa3pen — b kareropuja

Heka cy ¢, y 1 z NHO3UTUBHU peasHu OPOjeBU TAKBU A& BAKU
zyz = 2015(z +y + 2).
OpennTy MUHAMAJIHY BPEAHOCT M3pasa Ty + Yz + 2.

Heka je n = @yas ... ag nekanHu 3anuc Opoja n. RKoauko nma HemapHUX AeBeTONU(PEHUX
opojeBa n memuBUX ca 375 KO KOjUX je as > ag = --- > ag?

Heka je C'D Bucuna npasoyraor AABC, £C = 90°. Kpyxkuaune ¢ mnearpuma A u B u
nosynpevynukoM BD ceky ce y Ttauku #Ha mpaoj BC. Onpemutu omnoc DB : BC.

IlokazaTu ma om CBUX NpaBUX KPYKHUX BaJbaKa KOHCTAHTHE 3allpEMUHE HAJMamy MMOBP-
MUHY UMa BaJbaK 4yMja je BUCUHA jeHAKa IPEYHUKY OCHOBUIIE.

IlokazaTu ma mocToju mpupoaan 6poj k > 2015 Takas ma 2F2015 4 kI,

Bpewme 3a pan 180 muuyTa.
Pemema 3amaraka merarsHO O0OPa3I0KUATH.



