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Prvi razred – A kategorija

Na tabli je zapisan pozitivan realan broj x. U jednom koraku dozvoǉeno je uraditi1.
slede�e: ukoliko je na tabli ve� zapisan broj a, dozvoǉeno je dopisati neki od
brojeva a + 1 ili 1

a , ili, ukoliko su na tabli ve� zapisani brojevi a i b za koje
va�i a > b, tada je dozvoǉeno dopisati neki od brojeva a + b ili a − b. Dokazati
da je posle konaqno mnogo koraka mogu�e dobiti na tabli broj x2.

Neka je P (n) proizvod svih cifara prirodnog broja n. Na�i sve prirodne brojeve2.
n za koje va�i n = P (n) + 18.

Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazati da prirodni brojevi c i d takvi da va�i3.
a2 + b2 + c2 = d2 postoje ako i samo ako je bar jedan od brojeva a i b paran.

Kru�nice k1 i k2 seku se u taqkama P i Q, pri qemu kru�nica k1 prolazi kroz4.
centar kru�nice k2. Razliqite taqke A i B le�e na delu kru�nice k1 koji je
unutar k2 i pritom su jednako udaǉene od centra kru�nice k2. Ako prava PA seqe
k2 u taqki D 6≡ P , dokazati da tada va�i AD = PB.

U bioskopsku salu koja ima 2015 mesta uxlo je 2014 posetilaca, me�u kojima je i5.
Mika. Svi ovi posetioci seli su na proizvoǉna mesta, ne obaziru�i se na to koje
mesto im je nameǌeno prema karti. Na pola filma u salu ulazi 2015. posetilac. On
�eli da sedne bax na svoje mesto prema karti, i ukoliko je ono zauzeto, podi�i �e
s tog mesta gledaoca koji tu sedi. Podignuti gledalac potom gleda koje je ǌegovo
sedixte, i ako je ono zauzeto, i on �e podi�i gledaoca koji sedi na ǌegovom mestu.
Ovakav postupak se nastavǉa sve dok ne bude podignut gledalac kome je prema karti
dodeǉeno mesto koje je slobodno (i on �e tada sesti na to mesto). Neka je a broj
onih poqetnih rasporeda za koje �e tokom qitavog ovog komexaǌa i Mika u nekom
momentu biti podignut, a b broj preostalih poqetnih rasporeda. Koji od slede�a
tri odnosa va�i: a > b, a = b ili a < b?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Rexiti sistem jednaqina:1.
uv = 3u− v + 1;

vw = 3v − w + 1;

wu = 3w − u + 1.

Pred Rajom Ratkom na tabli stoji zapisan prirodan broj u kome su sun�erom2.
obrisane dve cifre izme�u kojih se nalazi paran broj (poznatih) cifara. Raja
zna ostatke polaznog broja pri deǉeǌu sa 9 i sa 11 i pokuxava da otkrije dve
obrisane cifre. Ispostavilo se da Raja nije u mogu�nosti da otkrije cifre koje
nedostaju, tj. postoji vixe ure�enih parova cifara (x, y) takvih da se, za svaki
takav ure�en par, upisivaǌem cifara iz tog ure�enog para na mesto obrisanih
cifara dobija broj koji pri deǉeǌu sa 9 i sa 11 daje upravo one ostatke koji su
poznati Raji. Odrediti izme�u kojih mogu�nosti za ure�en par (x, y) Raja Ratak
ne mo�e da se opredeli.

U 4ABC va�i ]BAC = 45◦ i ]CBA = 15◦. Na produ�etku stranice AC preko taqke3.
C uoqena je taqka M takva da va�i CM = 2AC. Odrediti ]AMB.

Dat je 4ABC u kom va�i ]C = 90◦. Neka je P taqka na kra�em luku AC kru�nice4.
opisane oko 4ABC. Normala iz taqke C na pravu CP seqe prave AP i BP u taqkama
K i L, redom. Dokazati da odnos povrxina 4BKL i 4ACP ne zavisi od izbora
taqke P .

Neka je uoqen prirodan broj n deǉiv sa 8. Posmatrajmo sve podskupove skupa5.
{1, 2, . . . , n} qija je kardinalnost deǉiva sa 4 ili daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa
4. Neka je broj takvih podskupova jednak m. Pokazati da m u binarnom zapisu
sadr�i taqno dve cifre 1.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Neka je p > 3 prost broj. Dokazati:1.

p2 |
(

p2 + 1
2

)p

+ ((p− 3)!)1+(p−1)!.

Odrediti sve vrednosti parametra c za koje sistem jednaqina:2.

x2 − yz = 1;

y2 − zx = 2;

z2 − xy = c

ima rexeǌe u skupu nenegativnih realnih brojeva.

U konveksnom qetvorouglu du�ine svih stranica i dijagonala su racionalni bro-3.
jevi. Da li tada i du�ine odseqaka dijagonala na koje ih deli ǌihova preseqna
taqka moraju biti racionalni brojevi?

Na tabli je na poqetku zapisan broj 1. U n-tom koraku sprovodi se slede�i postu-4.
pak: svaki broj na tabli se obrixe i umesto ǌega se zapixe niz brojeva, i to tako
xto se, ukoliko je obrisan broj i, umesto ǌega napixe niz 1, 2, . . . , i−1 (specijalno,
ukoliko je obrisan broj 1, umesto ǌega se u ovom momentu ne upisuje nixta); potom
se dodatno na tablu dopixe broj n + 1. Odrediti koliko �e brojeva biti na tabli
nakon 2015 ovakvih koraka.

U konveksnom qetvorouglu ABCD poznati su uglovi: ]BCA = 40◦, ]BAC = 50◦,5.
]BDA = 20◦ i ]BDC = 25◦. Odrediti ugao koji zaklapaju dijagonale tog qetvoro-
ugla.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Na�i skup vrednosti izraza1.
xy + xz + yz

x + y + z

uz ograniqeǌa x, y, z > 0 i xyz = 1.

Na�i sve brojeve sa 31 012 015 cifara takvih da se izmenom ma koje cifre uvek2.
dobija broj koji nije deǉiv sa 11.

Na beskonaqno velikoj tabli zapisani su svi prirodni brojevi, svaki taqno po3.
jedanput. U jednom koraku dozvoǉeno je izbrisati konaqno mnogo brojeva s table,
recimo a1, a2, . . . , an, i umesto ǌih napisati ili broj

a1 + a2 + · · ·+ an,

ili broj
1

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

.

Dokazati da je za ma koji pozitivan racionalan broj q mogu�e nakon konaqnog
broja opisanih koraka dobiti na tabli broj q.

Neka je C taqka na kru�nici k1. Kru�nica k2 sa centrom C seqe k1 u taqkama P i4.
Q. Tangenta iz centra O kru�nice k1 na kru�nicu k2 dodiruje k2 u taqki N i seqe
k1 u taqkama A i B, pri qemu va�i AN > BN . Prave AC i PQ se seku u taqki K,
a prava NK seqe k2 u taqki L 6≡ N . Dokazati: AL ⊥ PQ.

Da li postoji rastu�i niz prirodnih brojeva (an)∞n=1 takav da se svaki prirodan5.
broj m ∈ N mo�e na jedinstven naqin predstaviti u obliku m = ai − aj za neke
i, j ∈ N?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Dati su skupovi A = {1, 2} i B = {1, {1}, {1, 2}}. Odrediti skupove A ∩ B, A ∪ B,1.
A \B i B \A.

Neka su AA1, BB1 i CC1 visine u 4ABC, i neka je H ǌegov ortocentar. Ako je2.
]A1HC1 = 116◦ i A1HB1 = 108◦, odrediti ]BAC.

Prirodan broj n je potpun kvadrat koji se ne zavrxava nulom. Brisaǌem posledǌe3.
dve cifre broja n dobijamo broj koji je tako�e potpun kvadrat. Na�i najve�u
mogu�u vrednost broja n.

Odrediti koliko ima ure�enih parova prirodnih brojeva (x, y) takvih da va�i4.
NZS(x, y) = 6!.

Na tabli je zapisano n prirodnih brojeva u nizu. Dokazati da je mogu�e obrisati5.
neke od ǌih (mogu�e je i ne obrisati nijedan), a potom ispred svakog od preostalih
brojeva upisati znak ,,+“ ili ,,−“ na takav naqin da rezultat dobijenog izraza
bude deǉiv sa 2n − 3.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Rexiti jednaqinu1.

1− 2b

x− a
=

a2 − b2

a2 + x2 − 2ax
,

gde su a i b fiksirani realni brojevi, a x je nepoznata.

Dat je 4ABC u kom va�i ]BAC = 60◦, AB = 2x i AC = 3x (gde je x neka zadata2.
du�ina). Da li je mogu�e ovakav trougao ise�i na tri dela i od ǌih sastaviti
pravilan xestougao?

Neka su p, q i r prosti brojevi za koje va�i p + q + 1 = r2. Dokazati da je broj3.
pq + 34 slo�en.

Na kracima AB i AC jednakokrakog 4ABC odre�ene su taqke P i Q tako da je4.
]PMB = ]QMC, gde je M sredixte osnovice BC. Dokazati da je BQ = CP .

Na takmiqeǌu iz matematike uqenici rade 7 zadataka, i na svakom od ǌih mogu5.
ostvariti 0, 1, 2, 3, 4 ili 5 poena. Nakon pregledaǌa ispostavilo se da postoji
taqno 500 uqenika koji u skoru imaju 30 poena. Da li me�u ovih 500 uqenika moraju
postojati dva koji su na svakom zadatku ostvarili podjednak broj poena?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Dokazati da za sve realne brojeve t va�i1.

btc+
⌊
t +

1
3

⌋
+

⌊
t +

2
3

⌋
= b3tc.

(Za realan broj x, sa bxc oznaqavamo najve�i ceo broj koji nije ve�i od x.)

U skupu R rexiti jednaqinu2.

(sin x +
√

3 cosx) sin 4x = 2.

Na prirodnom broju n sprovodimo slede�u operaciju: posledǌu cifru dekadnog3.
zapisa broja n mno�imo sa 4 i to saberemo sa brojem koji se dobija brisaǌem te
posledǌe cifre (na primer, na taj naqin od broja 1345 dobijamo broj 4·5+134 = 154;
specijalno, ukoliko je broj n jednocifren, uzimamo da nam nakon brisaǌa te ǌegove
jedine cifre ostaje broj 0, pa ovakvom operacijom od ǌega dobijamo broj 4n).
Ovaj postupak nastavǉamo sa svakim novodobijenim brojem, neograniqen broj puta.
Pretpostavimo da je u nekom koraku dobijen broj 2015. Dokazati da se me�u svim
brojevima koji su bili dobijeni u nekom prethodnom momentu, kao i me�u svim
brojevima koji �e tek uslediti, ne nalazi nijedan prost broj.

Neka su AA1 i CC1 te�ixne du�i u 4ABC. Na stranici AC odabrana je proiz-4.
voǉna taqka P , i kroz ǌu su povuqene prave paralelne sa AA1 i CC1. Ove prave
seku stranice BC i AB u taqkama E i F , redom. Dokazati da du�i AA1 i CC1 dele
du� EF na tri jednaka dela.

Koliko ima xestocifrenih brojeva sa razliqitim ciframa qija je najve�a cifra5.
za osam ve�a od najmaǌe cifre?

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.
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Neka su x, y i z pozitivni realni brojevi takvi da va�i1.

xyz = 2015(x + y + z).

Odrediti minimalnu vrednost izraza xy + yz + zx.

Neka je n = a1a2 . . . a9 dekadni zapis broja n. Koliko ima neparnih devetocifrenih2.
brojeva n deǉivih sa 375 kod kojih je a2 > a3 > · · · > a8?

Neka je CD visina pravouglog 4ABC, ]C = 90◦. Kru�nice s centrima A i B i3.
polupreqnikom BD seku se u taqki na pravoj BC. Odrediti odnos DB : BC.

Dokazati da od svih pravih kru�nih vaǉaka konstantne zapremine najmaǌu povr-4.
xinu ima vaǉak qija je visina jednaka preqniku osnovice.

Dokazati da postoji prirodan broj k > 2015 takav da 2k−2015 - k!.5.

Vreme za rad 180 minuta.
Rexeǌa zadataka detaǉno obrazlo�iti.


