MwuHucTapcTBO IpOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

CPIICKA MATEMATNYKA OJINMIINJA JTA
YUEHNKA CPEOILUX HHIKOJIA

Hosu Can, 5. anpua 2013.

IIpBu nman

Iar je npupoman 6poj k. Hera je f:Z — Z Oujernuja TaksBa ma 3a
cBaka nBa neJsia 6poja i u j 3a koje je |i—j| < k Bawu |f(i)— f(j)| < k.
IlokazaTu na 3a cBe i,] € 7 BaKu

£ (@) = fG) = [i =4l

(Mumwarn KEnexcesuh)

Hexka je

o= {G) () ) () e

a) okazaru ma mocToju GECKOHAUHO MHOTO CJIOKEHUX IIPUPOTHUX
bpojeBa n TakBux na S, HUje MOTIYH CUCTEM OCTATAKa IO MOIYIY N.

6) Ilokaszaru na mOCTOjU GECKOHAUHO MHOTO CJIOKEHUX MPUPOIHUX
OpojeBa n TakBUX Oa S, jecTe MOTIYH CUCTEM OCTaTaKa IO MOILYJIY N.
(Munow Munocasmwesuh)

Heka cy M, N u P cpemumra crpanuna BC, AC u AB, pemom, a
O uenTap ommcane KpyskHune omrpoyriaor tpoyria ABC. Kpyxaume
onucane oko Tpoyriosa BOC u M N P ceky ce y pa3anduTUM TadKaMa
X un Y yuyrap tpoyraa ABC. Ilokaszatu na je

<BAX = <CAY.
(Mapxro Bukuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3amaraka metabHO 0OPA3TIOKUATH.
Caku 3agarak Bpenu 7 60moBa.



MwuHucTapcTBO IpOCBETE, HAYKE M TEXHOJIOMIKOT pa3Boja
IpymrBo maremaruuapa Cpouje

CPIICKA MATEMATNYKA OJINMIINJA JTA
YUEHNKA CPEOILUX HHIKOJIA

Hosu Can, 6. anpua 2013.

Jlpyru nau

Onpemnutu cBe n € N 3a koje je moryhe nomenutu ckyn {1,2,...,3n}

HA N JUCJYHKTHUX TPOUWIAHUX HOACKymnoBa obiuka {a,b,c} y kojuma

cy b—a u ¢ — b paznuuntu 6pojesu u3 cryna {n —1,n,n+ 1}.
(ywarn Byxuh)

Heka cy A’ u B’ nomnosxja Bucuna u3 remena A u B, pemom, omTpoy-
raor tpoyraa ABC (AC # BC). Kpysxuauna k canp:xu tauke A’ u B’
u nomupyje crparuny AB y tauku D. Axo tpoyraosu ADA’ u BDB’
UMa)y jenHake NOBPIIMHE, NOKA3aTU Ia je

<A'DB’ = <ACB.

(Musaow Munocasmesuh)

Hahu majsehy roncranty K € R ca caenmehum cBojcTBOM:
akKo Cy ai,as,as,a4 > 0 TakBu na 3a cee 1,7, k€ N, 1 <1< j < k<4,
BaKM af + a? + a2 > 2(a;a; + ajar + aga;), oHzma je

at + a3 + a§ + a2 > K(ajay + a1as + a1ay + azas + asay + azay).
(ywarn Byxuh)

Bpewme 3a panx 270 munyTa.
Pemema 3anaraka metabHO 0OPA3TIOKUATH.
Caku 3agarak Bpenu 7 60moBa.



PEIITEILA

3a k =1 tBpbheme je tpuBujamuo. Hera je zato k > 2. MuarepBaaom
nysxuse k 3oBemo ckyn obuuka {r,x+1,...,z+ k}, x € Z. IlBa nena
opoja z u y he 6uTu y3acTOMHA aKO U CAMO aKO IOCTOj€ MHTEePBAJIU
I u Iy nyxune k 3a xoje je I1 N Io = {x,y}. Mebyrum, no ycmaosy
samatka cy f(I[;) u f(I3) takobe maTepBamu ny:kube k, ma Kako je
{f(2), f(y)} = f(I1) N f(I2), crem ma cy u f(z) m f(y) ysacronmn
6pojesu. Omasne je |f(x + 1) — f(x)| = 1 3a € Z. Konauno, ko-
puctehu WMHjeKTUBHOCT IPECAMKaBabha, j€IHOCTABHOM WHIYKIjOM IO
n mobujamo ma je |f(z+n)— f(x)| =n.

(a) Ilorazahemo ma n = 2p 3am0BOJbaBa yCJIOBe, TIe je p > 2 IPOCT
6poj. Nmamo

1 p—1
2kp Y 2kp 2%kp—p—1i
=k 2k — 1 ——— =k(2k -1 d p).
(57) =k TT 22 k- ) [T 222 = kb 1) Gmod )

1=1 =1

2
Koukperno, onasze je ( k;)p) nemuBo ca p 3a k € {p .D,2p}, Tj. Sop
“Ma TpU eJIeMEHTa NeJbUBa Ca p, a HUje IOTIYH CUCTEM OCTaTaKa.

0) loraszahemo ma n = 3a10BOJbABA yCJIOBE, TIe je > 2 mpoctT
(6) p y ] p p
6poj. Mmamo (pQ) | e kp —t — = k[[—, L kp®—jp _]p Hpjm L j, na je
IO MOZIYJIy P>

i)

=1 7 j=1
1 p—1 p—1 .
Kaxo je > 07 %2— PPN (%—Fﬁ) =32 j(pp_j) =0 (mod p), KOHAYHO
ciaemu ma je (];7’2) =k (mod p?).

Hanomena. ma n npyrux moryhuaocTtu 3a 6pojese n: Ha npumep, (a)
n =8k +6 3a k € N, omaocro (6) n = p* 3a mpoct 6poj p.

Ob6enesxxknmo ca ki u ky pemoM Kpyrose MNP u BOC. Kpyr ki je
Ojnepos kpyr y AABC u mnpo- i
a3 KPO3 MoqHOXja BucuHa D, F
u3 B, C u cpenumre Oy nysxu AH,
rae je H oprouenrap AABC.

[ToraskuMmo ma Apyra mpecevyHa
raurka Z mpase AY u kpyra k;
nexkn Ha QOjnepoBoM Kpyry ks
tpoyraa ADE. Cwmarpahemo na
je Z uameby AuY; moka3 y apyrom ciyuajy je anamoran. Hera cy D
u F; penom cpemumra ny:xu AD nu AE. Kako je AY-AZ = AD-AN =
AD: - AC, tauke Y, Z,C, Di cy koHnukIn4He, na je <AZD; = <ACY.




Amnagoruo je <AZF, = <ABY, na je <D1ZF, = <AZD, + <AZFE; =
TCACY + <ABY = <«BY(C — «<BAC = «<BAC. Opnasne caenu na je Z
Ha k‘g.

[Tomro je O menrap onucaunor kpyra AADE, Tpanchopmaruja ciand-
voctu kKoja ciauka ANABC y AADE rtakobe cauka ki y ko u ko y ks,
na je cauka Tavyke X € ki N ko Ttauka Z € ko N k3. Ilpema Towme,
<BAX = <DAZ = «CAY.

Hanomena. Ilokasyje ce ma ce mpu mHBep3uju ca meHTpom A u kBa-
OPATOM TOJIYIIPEUYHUKA %AB - AC wxpyroBu ki u ko ciaukajy jeman y
apyru, ma ce m Tavyke X u Y cauKajy jemHa y Ipyry, omakJe Takobhe
ciremu TBpheme.

Tpaskena naprunuja ckyna {1,2,...,3n} oaroBapa naprunuju reMeHa
npasusHor 3n-yraa Py P, ...Ps, #a tpojre {A;, B;,C;} takse ma cy
yIJI0BU CBakor on tpoyruaoBa A; B;C; jennaku ”3_71173 LT U ”B—J;Llw. ITo-
rogauM obeseKaBameM TeMEeHa 3n-yria MOKEMO MOCTUNU ma TeMeHa
Ay, B1,Cy 6yny yupaso P,, Ps,_1, P3,. Ilpyrum peunma, HE CMamy-
jeMo ommrocT ako mpermoctaBumo na ce meby Tpojrama {a,b,c} Ha
koje je ckym {1,2,...,3n} momemen nanasu u tpojra {n,2n —1,3n}.

Jemna on mpeocranux n — 1 Tpojrm Mopa mOa cagp:ku OBa Opoja m3
unTepBasa [2n,3n— 1], a To Mmory ma 6yny jemuno 2n u 3n—1. Jemuna
TpOjKa Koja canp:ku oBe O6pojese u He canp:xku n je {n—1,2n,3n—1}.

Cse ocraJsie Tpojke camp:ke TadHO MO jemaH OpOj M3 CBAKOT O WH-
repBaia [1,n —2], [n+1,2n — 2] u [2n + 1,3n — 2|. IIpecnuraBamem
(a,b,¢) = (a,b—2,¢—4) 3a a < b < ¢ mobujamo oarosapajyhe pac-
raBbame ckyna {1,2,...,3(n —2)} ma rpojre. Kako 3a n = 1 oBakso
pacTtaB/bame HUje MOryhe, je JHOCTaBHOM WHIYKIjOM IOKA3yjeMO Oa
OHO HUje MOoryhe HU 3a jeqHO HEmapHO N.

C mpyre crpane, 3a napHo n = 2m tpojke (2i —1,2i+n,2i+2n—1) u
(24,2i+n —1,2i+2n) 3a ¢ = 1,...,m 3am0BOJbaBajy yCJIOBE.

Heka je 6e3 cmamema ommroctu BC > AC. Tana ce npase A'B’ u
AB cery y tauku P, npu uemy je C
A uzmeby P u B. V3 jennakoctu

noppmmaa ADA" u BDB’' cnemn
na je % = Ilzﬁ,. C mpyre cTtpamne,
Basku u PD? = PA' - PB’ = PA -
PB, onakne je % = % = g—g =
gﬁ:. N3 mocnemmux jemmaxoctu 1 A D B
cremu na je B'D || BC u A'D || AC, u 3at0 je <A'DB’ = <ACB.

Zpyzo pewewe. Karo je <CB'D = a + <ADB' = a + <«B'A'D =

JCA'D = x, cunycua teopema y NA'B'D u ANAB'D nam nmaje BD =

na je AD _ AB'sin(B+x) _ sin(f+z)cosa C

BA'sinz _ AB’sing
u AD = BD BA’sin(a+z) ~  sin(a+z)cos 3"

sin(B+x) sin(a+x)?




apyre cTpane, us ycnosa [ADA'] = [BDB'] nobujamo 42 = % =

Omnasne mako nobujamo <AB'D = x = ~.

sin o cos o . sin(B+z) _ sina
sin 8 cos 37 * sin(a4z) ~ sinB-

Heka je max{ai,as} < az < aq. Oszmaumvo as = 2 u a3 = 72, 5,7 = 0.
U3 ycnosa 3amatka ciaema a1 < (v — B)2 w aq > (v + B)?.

[IpernocraBumo ma cy obe OBe HejeTHAKOCTU 3AIPABO jeIHAKOCTH.

Tana mvamo af + a2 + a2 + a3 = 3(8* + 48242 + v*4) u a1as + araz +

aras + azas + asay + azag = 3(B* + B2y% ++*). Ilpu Tom je v < 26,

na je m#—l—kﬁ:l—kf > 1l y3 jeamakoct
e BBy 2 +52+ 70

3a 7 = 2. Ilpema Tome, y oBOM ciayuajy je K 17, a jeTHAKOCT ce

IOOCTILKE 33 a1 : G :a3z:a4=1:1:4:9.

[Mokaskumo jom na Moskemo aa yamemo a; = (v — ()% u aq = (v + 8)2.
[TocmaTpajmo m3pas

11
=
3a ¢urCUpaHO ag,as, a4, F je omamajyha ¢ymrnmja mo a1 32 a1 <
Ti(az2 + a3 + aq), mpu wemy je ig(ag +az+as) = F(B2+2+ (B+7)%)
> (y— B)? > a1, na ce F ne nosehasa ako a; 3amenumo ca (y — 3)2.
Canma MokeMO Oa cTaBuUMO 0e3 CMamema OIMIITOCTHA Oa je a1 < do2, Tj.
B < v < 28. Cimuro kao rope, 3a GUKCUPAHO a1, asz,as, F' je pactyha
GyHKIUja O a4 3a ag > %(al +as +as), u npu TOM je H(al +ag +as)
< BB+ + (v—B)?) < (v+ B)? < a4, nakne F ce ne nosehiasa ako
ay 3amenumo ca (v + 3)2.

2 2 2 2
F = ai + a3 +az+ay — ai1as + ajas + arjayg + a2a3 + asayg + a3a4).



