Test broj 1

-2
1. a) lzragunati l+§:g :Ll +log, 0,0625.
5 45) 30
)2

4

y

<

~y(x
X

b) Uprostiti 7

2,12 _

X“+y
2. Resiti jednacine:
2X+1 x+2 5x+2
a) - = -
5 4 3

b) (f(x))?+ f(x)=0, ako je f(x):{

2X,

X+1, x<2
X-=1, x>2.

3. Resiti trigonometrijsku jedancinu cos® x—3sinxcosx —1.
-y . - - 2 —
4. Resiti nejednacinu ~ x'°9* 3100 g

5. Na¢i jednagine zajednickih tangenti parabole y?=8x i kruznice
X2 +y?=2.

6. lzracunati obim i povrSinu jednakokrakog trapeza opisanog oko  kruga ako
je duZina vece osnovice 3cm, a jedan njegov unutraSi  ugao je 60° .

7. Povrsina prave kupe je 967 cm?, a duZina izvodnice je 10cm.  lzragunati
zapreminu kupe.

8. Zbir svih ¢lanove beskonacne geometrijske progresije je 16, a zbir

kvadrata ¢lanova te iste progresije je 153,6. Na}i peti ¢lan i koli¢nik te
progresije.
9. lIzradunati cos 20°-cos 40°-cos60°-cos80° .

10. Od 5 oficira, 4 podoficira i 10 vojnika treba formirati grupu od 4 osobe u
kojoj ¢e biti bar po jedan oficir i podoficir. Na koliko nacina je to moguce
udiniti?

Strana 1



Resenja testa broj 1

2
1.a) ((Li:gj:léj +log,0,0625 =

5 4 5
-2 -2
1 35)30 2 (12425 30 2
B Y e W I 0,25) = — 2-log, 0,5 =
{(5+4 9} 37} +log, (0,25) ( 60 37} e
37 30\ Lo (1Y?
| 2L 2-2-log, 2 == | +4(-1)=4-4=0.
(60 37) tereion (2) +4(-1) 0
py X Yoy x o yleyf
%2 +y2 X4—y4 X2+y2 (Xz_yz)(xz+y2)
X y (x-y)

X2ty (x+y)(x2+y2)=
X(x+y)-y(x—-y) x+xy-xy+y’> 1
(6 +y)x+y)  (C+y)x+y)  x+y
uz uslov x#-yAX=Yy.
2.a) Ako se data jednacina pomnoZi sa NZS (3, 4,5), tj. sa 60, dobija se:

2x+1 Xx+2 5x+2
S 4

—2X <:>12(2x+1)—15(x+2)= 20(5x+2)—120x

< 9x-18 =20x+40
& X=2.
b) Ako je x <2, jednagina glasi (x+1)° +(x+1)=0. Tada je
(x+1)*+(x+1)=0Ax<2 = x> +3x+1=0AXx <2
& (x=-1vx=-2)Ax<2
S X=-1lvx=-2.
Ako je x> 2, jednacina glasi (x—1)° +x—1=0. Tada je
(x=1)* +(x-1)=0Ax22= x> —x=0AXx22
& (x=0vx=1)ax>2
& X € D .(jednagina nema redenja)
ReSenja jednacinesu x=-1ili x=-2.
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3.Za cosx=0ili sinx=0, tj. za x= k~%, k € Z jednacina je nemoguéa.
Dalje, data jednacina je ekvivalentna sa:
cos® x—3sinxcosx -1

< cos® Xx+1-3sinxcos x =0

& €0s? X +8in” X +€0s” X —3sin xcos X =0

< 2c0s° X+5sin” X —3sinxcos x =0

(Z[CJ'LCI—BCM ca Cos? X # O)

< 2+19°x-3tgx =0

Stgx tAt?-3t+2=0

otgx ta(E 2vi=1)

S tgx=2vigx=1

<X arctg2+kr, keZwvx %Jrlir, leZ.

. ve 2y . .
4. Nejednacina X092 %3100+ 8 ima smisla za x > 0. Ako uvedemo

smenu log, Xx=t, onda je x = 2", pa dobijamo:
(2‘ )Iz—3t+l < 8

et 3
StP-3t*+t<3
<StP-3t°+1-3<0
ot (t-3)+(t-3)<0
<:>(t—3)«(t2+1)<0
&S t<3.

Prema tome, log, x <3, tj. log, X < log, 23 odakle sledi da je x <8 i, kako je
x > 0, skup reSenja nejednacine je interval (0,8).
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5. Uslov dodira prave y =kx+n i kruznice x*>+y?=r? je (1+ kz)r2 =n?.

Uslov dodira prave y=kx+n i parabole y>=2px je p=2kn. Kako je
fL+k?)-2=n?
4 = 2kn

r2=2 i p =4, reS8avanjem sistema } dobija se da je

n=2ik=1ilin=-21ik=-1.
Prema tome, jednacine trazenih
zajednickih tangenti su:

tiy=x+2
ty=—x-2.
6. b b c Neka je E podnozje visine h iz temena D
(sl. 2). Tada je
AE=% C-c0s60°="—.
C ‘ 2
C —
h r Trapez je jednakokraki, pa je x=a—b,
2
A X E a' E x B odnosno %:aT_b, a kako je trapez
Sl.2

tangentni, to je 2c=a+b.

Dakle, 20:a+b,%:a—;b i a=23, odakle je

2c=3+b 6-2b=3+b 3=3b b=1
= = = .
c=3-b c=3-b c=3-b c=2

Visinu h  dobijamo iz  pravouglog trougla AED
% = % =+/3. Toznasi daje obim trapeza

h=c-sin60° =
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O=2c+a+b=2-2+3+1=8cm, apovrsina trapeza

P:aT”)-h 3’%1-\/5=2J§cm2-

7. Na osnovu formule za povrSinu kupe
P=B+M =zr®+zrs dobijamo da je
967 =1 r(r +10), odnosno, da je
r’+10r-96=0 i r=6cm.
Kakoje H? =s®—r? toje H =8cm.
Zapreminu Kkupe izra¢unavamo po formuli

\Vi :%B.H,pajev :%77,’~62~8,tj.v =967Z'Cm3.

SI1.3

8. Prema uslovu zadatka je a, +a,q+a,q°> +...=16 i |q| <1, jer progresija

ima sumu. Kvadrati ¢lanova  geometrijske progresije obrazuju, takodje,

geometrijsku progresiju sa koli¢nikom g, 0 < g* <1 i prvim ¢lanom al2 za

koju je aZ +a’q® +a’q”* +...=153,6. Zbir svih ¢lanova progresije izragunava
31 2

a 8

sepoformuli S, =—— ,paiz——=16 u > =153,6 sledi:
1-q 1-q 1-q
=16(1-
2156(1 ( )Zq) _, a=16-q) }
—-q
5 =1536 256(1—q)=153,6(1+q)

a, =16(1-q) a=le
= = 1
102,4 = 409,69 g= Z
Dakle, q:ii aszal.q“:]_z. l :Ezil
4 4 256 64

o sin2
9. Znajuci da je cOSa =— &
2sina

i sin(180°—a)=sine , dobijamo da je
c0s 20°-cos 40° - cos 60° - cos 80°
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sin40° sin80° sin120° sin160°

T 2sin20° 2sin40° 2sin60° 2sin80°

_ 1 sinl20° sinl60° 1 .sin(180°—60°)‘sin(180°—20°)_ 1

" 16 sin60" sin20° 16 sin60’ sin 20° 16

10. Moguce sastave grupa prikazimo pomoc¢u skupova (jer redosled nije bitan):
{0,0,0,P},{0,0,P,P} {0,P,P,P},{0,P,V .V },{0,P,P,V}{0,0,PV},
gde O oznacava oficira, P podoficira i V vojnika.

5) 5.4.3

Od 5 oficira moZzemo izabrati 3 oficira na [3} m =10 nacina. Cetvrti

4
¢lan grupe mora biti podoficir, za ¢iji izbor imamo [J :%: 4 mogucénosti.

Svakom izboru tri oficira od pet oficira odgovaraju cetiri izbora podoficira, pa
za ovu kombinaciju imamo 10-4 =40 moguca nacina formiranja grupe..
Sli¢no rasudjivanje primenjuje se i u ostalim slu¢ajevima. Ukupan broj traZzenih
nacina je

oMU W EHI R
2 E12) 1050200000200 00-70,
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Test broj 2

1. a) Izradunati { 15 + 4 12 J 1
| V6+1 V6-2 3-v6) B+11
a’+b®  a? b2

b) Uprostiti

- n .
ab ab-b%? a’-ab

2. ReSiti jednacine:

a)

x-1 3x-1 2x-4 x+1
+ = +
2 4 3 6

, b) (x? —ax) +12= 7(ax-x?)

3.Resiti trigonometrijsku jednacinu

10.

cos® x +sin® x 1—5=cos 2x—£.
8 2

Resiti nejednacinu  log, (3—x) < log, XTJrl :

3
Tacka A(3,0) polovi tetivu kruznice x?+y? —4x+2y+1=0. Odrediti
jednacinu prave kojoj pripada tetiva navedene kruZnice.
Stranice trougla su a=13, b=14 i ¢=15. Dve od njih (a i b) su tangente

wees

Izvodnica prave zarubljene kupe je s=5cm, a polupreénici osnova su

R=5cm i r=2cm. U kupu je upisana pravilna zarubjlena ¢etvorostrana

piramida tako da je donja osnova piramide upisana u donju osnovu kupe, a

gornja osnova piramide ugornju osnovu kupe. lzracunati zapreminu

zarubljene piramide.

Odrediti duZine stranica trougla ako se zna da one obrazuju aritmeticku

progresiju sa razlikom d =4 i ako jedan unutracnji ugao trougla ima 120°.
x* -1, xe(-11)

Data je funkcija f(x)=< 1

Elnx , Xe(—oo,—l]u[l,oo).

a) Skicirati grafik funkcije f.

b) U zavisnosti od realnog parametra a, odrediti broj realnih reSenja

jednacine | f(x)|=a.

Izracunati grani¢ne vrednosti:

n 3 2
2 lim Iog22+log242+ +log,2 | b) lim \/1+>; 1.
n—-+oo n x—0 X
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ReSenja testa broj 2
15 4 12 1

b {x/5+1+\/6—2_3—\/€}¢€+11:
[15 (6-1) al/e-+2) 12(3+\/_)j (/6 +11)-

6-1 6-4 9-6
=[3(v8-1)+2(v6+2)-4(3++8) |- (6 +11)=
:(\@—11).(£+1:1) 6-121 -115.
a’+p*  a’ b> _a’+b®  a’ b’

ab ab—b? a’-ab  ab  b(a-b) a(@a-b)
_(@2+b?)@a-b)-a+b® _ a’+ab’-a’h-b -a®+b® _

b)

ab(a-b) - ab(a—b)
:ab(b_a):—l, uzuslov a=0,b=01 a=b.
ab(a-b)

2. a) Ako datu jednaginu pomnozimo sa NZS (2,3,4,6) tj. sa 12, dobijamo:
x-1 3x-1 2x-4 x+1
+ = + =
2 4 3 6
< 6(x-1)+3(3x-1)=4(2x-4)+2(x+1) <
< 15x-9=10x-14 & 5x=-5 < x=-1.

b) Ako uvedemo smenu X2 —4x =t, dobijamo da je

(x2 —4x)2 +12=7(4x—x2)<:> X2 —4X =t At’ +7t+12=0 &
o X2 —4x=ta(t=-3vt=-4) o x* —4x=-3vx’ - 4x=-4 &
X2 —A4Xx+3=0vX’—4x+4=0< x=3vx=1vx=2.

3. Koriste¢i identitete:
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a®+b° = (a+b)(a2 - ab+b?),
2
a*—a%?+bt = (a2 +b2) —3a’p?,
2sinXCoS X =Sin2X i
sin>x=1—cos® X,
transformiSimo levu stranu jednacine na sledeci nacin:
3 3
cos® x +sin® x = (cos2 x) +(sin2 x) =
= (cos2 X+ sin® x)(cos4 X —c0s? xsin x +sin* x) =
) 2 ) 4sin® X c0s” X
=1-[(cos2 X + sin? x) —3cos? xsin? x}z 1_3.+ =
=1- 3 gin? 2x 1—§(1—cos2 2x).
4 4
Data jednacina sada ima oblik 1—§(1—COSZ 2x) =% cos 2X—%,

odakle se sredjivanjem dobija ekvivalentna jednacina, odnosno
200s*2x—5c0s2x+2=0. Uvodjewem smene cos2x=t dobija se

jednagina 2t -5t+2=0, cija su rednja t=2 ili t:E. Jednacina
2

cos2x=2 je nemogu¢a, a jednacina cos2x:% ima reSenja

X=i%+2kn,kez.

4. Nejednacina Iog3(3—x)<longT+1 ima smisla ako je 3-Xx>0
3
X+1

iT >0, 0dnosno ako jex e (~13). Kako je log, a=—log,a bice
|0g X_+1 = _|0g X_+1 = |og X_+1 B = |0g i
14 P4 : Px+1’

Osnova logaritma je ve¢a od 1, pa je logaritamska funkcija rastuca ,

anejednacina log, (3—x) < log, il se  svodi na nejednacinu
X+
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3-X< i Odavde dobijamo daje 3—X - 4 < 0, odnosno
x+1 x+1

2 2
X —2x+1>0i“(x—ﬂ

x+1 x+1
svi brojevi vediod —1 i razliciti od 1. Ako uzmemo u obzir da je

X € (—1,3), konac¢no reSenje date nejednacine je X € (—1,1)u (1,3).

> 0. ReSenja posledwe nejednacine su

5. Kanonski oblik jednacine kruga je (x - 2)2 + (y +1)2 =4, Centar kruga je
taékaC(Z,—l), a polupreénik je r=2. Jednacina prave |, odredjene tackama A i

C, prema formuli y-y, =u(x—xl), glasi y—-0= _1_O(x—3),
X, — X, 2-3

odnosno 'y =x—3. Prava | i prava p, kojoj pripada tetiva, su ortogonalne {to

sledi iz podudarnosti trouglova PAC i QAC (sl. 4).

Koeficijent pravca prave | je k=1,

a prave p je k. Iz uslova ortogonalnosti

pravih k, -k, = -1 sledi da je k, = -1.

Jednacina prave p kojoj pripada tacka A(3,0),
sa koeficijentom pravca kp =-1 je
y—0=-1-(x-3), odnosno y = —x+3.

Sl.4

6. Kako su poznate sve tri stranice trougla, njegovu povrSinu mozemo
izracunati pomoc¢u Heronovog obrasca P = \/s(s - a)(s - b)(s - c), pri cemu

: b+c . . . :
je s= T poluobim trougla ¢ije su stranice a, b i ¢. Uovom zadatku

je s=21, pa je Pygc =+/21(21-13)(21-14)(21-15) =84. Na osnovu
uslova zadatka , povrSinutrougla ABC moZemo dobiti i kao zbir povrSina
trouglova AOC i BOC, gde je O centar upisanog polukruga(sl.5).
Dakle, Pagc = Paoc + Pgoc

0dnosno  Ppge = b_2r + % ,




odakle je %(13+14)=84,

pa je r—5—6
%

7. Na osnovu Pitagorine teoreme (sl. 6) dobijamo da je
H? =s? —(R - r)z, tj. H = 4. Pre¢nik donje osnove zarubljene kupe je 2R,
a kako je i dijagonala D donje osnove upisane zarubljene piramide takodje
jednaka 2R (sl. 7), to ¢e biti D=2R =10= a2, paje a= 52 . Sliéno se

iz d =2r=4=by2 dobijadaje b=2v2.
PovrSine baza zarubljene piramide su :

B, = a?=50cm? i B, = b? =8cm?, pa je zapremina zarubljene
piramide V= %(B1 +/B/B, +B, )= 3(504-\/50‘8 +8)=104cm’.

SL.7 SI.8

8. Neka su stranice trougla a,b=a—4i c=a+4. Saslike 8 vidi se da je

X = a_\z/g i y= % : Prema Pitagorinoj teorimi je

x2+(y+a-4) =(a+4), pa je (#J +(%+a—4j2=(a+4)2,

odakle se sredjivanjem dobija jednacina 2a® —20a=0, ¢ija su resenja
a=0 ili a=10. Dakle, stranice trouglasu a=10, b=6 ic=14.
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Do jednagine 2a% —20a = 0 smo mogli doci i na y

A
drugi nacin. Na osnovu kosinusne teoreme vazi (sl. 9):
(a+4) =a® +(a—4)" —2a(a—4)c0s120° . Kako X »
~\J120° R
je €0s120° = —% (sl. 6), sredjivanjem prethodne .
jednacine dobija se jednagina 2a? —20a=0.
SIL9
1 X, x>0
9. Kako je EInxzzln(xz)?z In/xZ In|x| i |x= ,
2 -X, X<0

funkcija f bi}e zadata formulom

In(-x), x<-1
f(x)=4 x*-1, xe(-11)
Inx, x>1
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Grafik funkcije f je prikazan na slici 10.

A\ 4

s 1\\ y 1 e X

LT

\
K

[
,

SI. 10

U istom koordinatnom sistemu, na slici 11, predstavljeni su grafici funkcija
In(-x), x<-1

g(x)=a,aeR i |f(x)| —(xz—l), xe(-11).

Inx, x>1
A
y
\'.A a B./
1
e 1 01 e X
,____']7’1
Sl 11

Apscise zajednickih tacaka grafika funkcija |f| i g predstavljace
reSenja date jednacine. Na slici 8 to sutatke A i B. To znadi,
za a < 0 jednacina nema reenja, za a € (1,00) U {0} ima 2 resenja,
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za a =1 jednacinaima 3 reSenja, za a € (0,1) jednagina ima 4 reSenja.

log, 2+log, 4+...+log, 2" |092(2‘4‘8‘----2n)
10-3) fim 2 = lim 2 -
n—w n N—om n
|092(21+2+”'+n) (1+2+...+n)log, 2
Slim— 2 = lim =
n—w n2 n—w n2
n(n+1) 1
L2 n’+n i e
=lim— 2 lim im— o
N¢—0 n2 n—o 2 2 n—ow 2 2
Y14+x2 -1 1+x 1 ,/ +1 +\/x +1+1
D) lim——2 = lim
x—0 X

x>0 \/( +1) +Yx2+1+1
(3x2+1)3—13
= lim

X2 2[,3/ +1 g e +1+1j

= lim

x=0 2[13/ +1 +3/x2 +1+1j

ooIH
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Test broj 3

1. a) Sta je veée: 13% od 200 ili 30% od 90?
2 | p-2 2 w2\t a1
a“+b .(a +b J a -b

b) Uprostiti izraz : .
) Up alipt ab a? _p?

2. Resiti jednacine:

1+%x 5—%x 3—% 2
a) X— Tt T b)Iogl(x +%|x|) -1.

3

3. Dokazati identitet 3+4c0s2a + cosda = 8cos‘a .
6Xx—6

4. Resiti nejednacinu (\/E +1)W < (\/E —1)_X.

5. Odrediti jednacine tangenti elipse x°+4y® =100 povucenih iz tacke
A(2,7) .

6. Dijagonale jednakokrakog trapeza su uzajamno normalne. lzracunati
njegovu povrsinu ako je krak ¢ = 24/5cm |, a odnos  osnovica je3:1

7. Osnova piramide je trougao ¢&ije su stranice a=12cm, b=16 cm
nc=20cm, a boéne ivice su jednake i imaju duZinu 26 cm. lzragunati
zapreminu piramide.

8. Deveti ¢lan aritmeticke progresije je pet puta vec¢i od drugog ¢lana, a pri de-
ljenju trinaestog ¢lana sa Sestim ¢lanom dobija se koli¢nik 2 i ostatak 5. O kojoj
progresiji je re¢?

9. Odrediti najmanju i najvecu vrednost funkcije

2%, x<0
f(x)= ' na segmentu |-18].
() {—x2+8x+l,x>0 -]
10. Skicirati grafike funkcija:
a) y=2[sinx; b) y=cos§; v) y=log,2x; g y:ﬁ.
X
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ReSenja testa broj 3

1.a) 2OO~1—3=26<27=90~ﬂ
100 100
5 1.1

b) a‘2+b‘2.[a2+sz _a‘l—b‘lza2 b? ab .az—bz_

al+b? ab “a’-p? 11 at4p® 11

a b a

b? +a?
__a? _ab (a-b)(atb) b*+a® ab (a-b)(a+b)_
~a+b  a?4p? b-a " ab(at+b) a?+b? —(a-b)

ab ab
=-ab, uzuslov ab=0,a=-b,a=b.

143y 5.2y 3-X

2. a) Ako jednacinu x — 44 + 43 = 32 pomnozimo sa NZS(3,4),tj.

sa 12, dobijamo ekvivalentnu jednaginu
12x-3 14 3x|+3 5-2x|-4{3-% -0
4 3 2
- .. .39 .
odakle sredjivanjem dobijamo da je 7 X =0, odnosno da je x =0.

b) Jednagina ima smisla za X*+2x|>0, tj. za Xx=#0 i, kako je

X, x=0 .
|A:{—K X<O’b'}e m%(¢*44}'¢¢>%+2M:(?j<3

o (2 +2x-3=0Ax>0)v(x2—2x-3=0Ax<0)

& (x=1vx=-3)Ax>0)v(x=3vx=-1)Ax<0 < x=1vx=-1,

3. Koriste¢i formule cos2a = cos® a —sin’
sin2a =2sina cosa ,

sina+cos’a =1 i
2
a*+b* = (a2 +b2) —2a’b?, dobijamo da je
3+4co0s2a +cosda =

Strana 16



:3+4(amza—sm2a)+uxz2a—sm2Za

. . 2 . 2
=3+4(cos’ a —sin’ &) +(cos” a—sin’ o) —(2sina cosar)
=3(sin2a+cosza)+4(cosza—sinza)+cos4a+sin4a—6sin2acosza
_ 2 .2 2 Y 2 2 . 2 2
=7C0S“a—Sin“a+(cos“a+Sin“a) —2¢c0s” a Sin“ o —6SIN“ a cos” o
=7cos*a—sin*a +1-8sin*a cos’ a
=7c0s* a —sin® a + sin® a + cos® o —85sin? a cos® a
=8c0s’ o —8sin? a cos’ «
=8cos’a (1—sm2a)
=8c0s’ ¢t Cos® a

=8cos’ « .

4. Zadatak ima smisla ako je X # —1. Tada je :

(\/5 +1)6XX+_16 < (\/5—1)_X =N (\/5 +1)% S{\/_l jx =

2-1
=W oy ] b el

( osnova eksponencijalne funkcije je vec¢a od jedan )

2
o 8x=b XXX &y
X+1 X+1 6
2_ 2 3
Xx+1 Xx+1

NS " X
(videti slike 12§ 131 tablicu) of 123

Sl. 12
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& xe(-1,2]u[3,+x).

X (—0,-1) [ (-1,2) [ (2,3) | (3,+x)
x? —5x+6 + + -~ +
x+1 - + + +
x> ~5x+6
—_— - + - + Sl. 13
Xx+1

5. Neka je y = kx + n jednacina tangente elipse x? +4y? =100,

2 2

X’y

5—2 =1. Uslov dodira ove elipse i

prave y = kx+n je 100k? +25=n?. Tacka A(2,7) pripada pravoj

y=kx+n ,paje 7 =2k +n. ReSavanjem sistema jednacina

100k? +25=n? A 7=2k +n dobijamo da je k =

oo | w

i n=§, ili da je
4
k= _§ in= ? pa su jednacine trazenih tangenti:

t; :3x-8y+50=01i t, :2x+3y-25=0.
6. Trouglovi ABOi CDO su sli¢ni jer su im svi odgovarajuci uglovi jednaki,
pa su im parovi odgovarajucih stranica proporcio-
nalni. Kako je AB:CD =0B:0C, tj. 3:1=0B:0C ,bice OB=30C.

Oznacimo duzi OB, OCi BCredomsay, xic. (sl. 14)
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Sl. 14

Trougao BOC je pravougli, pa je:
2 2,2 2 2 2 2
c?=x"+y <:>(2\/§) =x*+(3x) & x*=2,

iz ¢ega sledi da je x= J2. Dijagonale jednakokrakog trapeza su uzajamno

normalne i jednake, pa, ako oznac¢imo dijagonale AC i BD sa d, sledi da je

d> _(x+y) _ (\/5+3\/§)2 (4\/5)2 _16cm?
5 .

PABCD - 7 2 2

7. 1z podudarnosti trouglovaVOB, VOC i VOA (sl. 15; podudarne su po dve
odgovaraju¢e stranice i ugao naspram vece od njih) zakljucujemo da se
podnozje visine piramide nalazi u centru opisanog kruga oko

trougla ABC . PovrSina baze moZe se izracunati pomocu Heronovog obrasca:

B= PABC Z\/S(S—a)(S—b)(S—C)=\/24'12'8'4 =960m2. Kakoje

abc abc 12-16-20

P,=——,toje R= 10cm
AR 4P, 4.96
V
d H
B R 0

SI. 16




Visinu piramide (sl. 16) izra¢unavamo pomocu Pitagorine teoreme:

H =+/d? —R? =+/26% -10? = ,/(26-10)(26+10) = 4-6 = 24.
Sada moZzemo izracunati zapreminu piramide:

v=2gH-1.96.24-768cm*
3 3
Napomena: Ako uocimo da je bazni trougao pravougli, jer je

12% +16% = 20%, mozemo koristiti formulu R =~

8. Neka je a, prvi ~lan, a d razlika date aritmeticke progresije. Prema uslovu

zadatka sledi da je

a, =5-a, a, +8d =5(a, +d) 3d = 4a,
= =
a,, =28, +5 a, +12d = 2a, +10d +5 2d -5=3a,

3d :4(2d—5)}:> d =4}

a1=2d—5 3.1:3 . yA T

17
Prvih nekoliko ¢lanova progresije )

- X" +8x+1
je 3,7,11,15 19, ....
9. Funkcija y=2" jerastucai
1 .

f(-1)= > f(0)=1 . Koordinate
temena parabole y = —x* +8x +1 2"

1)’ \

1:p 4 8‘ X
Strana 20
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SU: Xg 2_2%1=4i Yr =%=17.

Grafik funkcije prikazan je na slici 17. Najmanja vrednost funkcije je % i

postize se u ta~ki X =-1, a najvec¢a vrednost date funkcije je 17 i postiZe se
u tacki x =4.

2 sinx, sinx=>0
-2sinx, sinx<0

10.a) y=2 | sinx |={

X|0| 7|27 |3n | 4r
X 0 T V4 3—” 2
2 2 2
y|1/0|-1| 0 1

Grafik funkcije prikazan je na slici 19.

Strana 21




v) y=log, 2x, x>0

X l E 1124
4 |2
y|-1{0(1(2|3
E, x>0
9 y=< X
—i, x<0
X

Strana 22
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Test broj 4

1. a) Izradunati: 2% :272" .

b) Za a=0,003i b=5,994 odrediti vrednost izraza
1 1 6b b(2a+b)
I(a,b)= - + : .
(a.b) (a—3b a+3b a2—9b2j a? —9b?
2. Resiti jednacine:
2x+1 3x-2 4x+5 1,

a ]
) 7 3 21 3

b) (f(x))* + f(x)=0 ako je f(x):{

3. Resiti trigonometrijsku jednacinu ~ sin® 2x+sin®3x =1.

log, X, x>1
Xx—1, x<1'

4. Za koje vrednosti realnog parametra k jednacina
(k —2)x? — 2kx +k —1=0 ima pozitivna redenja?
5. Na krivoj 3x? —4y? =72 odrediti tacku najblizu pravoj  3x+2y +1=0.
6. U trouglu ABC je BC=5AC=8 BAC=30° i ZABC <90°.
Odrediti AB.

7. Izragunati zapreminu prave zarubljene kupe ako su povrSine  njenih osnova
257cm? i 4rcm?, a povrsina omotaca 357z cm?.

8. Hipotenuza jednakokrakog pravouglog trougla je 1. Nad njegovom
katetom, kao nad hipotenuzom, konstruisan je novi jednakokraki
pravougli trougao. Nad katetom novog trougla, kao nad  hipotenuzom,

konstruisan je, opet, jednakokraki pravougli  trougao, itd. do beskraja. Koliki

je zbir povrsina svih tako  dobijenih trouglova (uklju¢ujuéi i polazni)?

9. Resiti sistem jednacina log, x-+ |0ng y 2}.

X°—y=2

10. U xOy -ravni za k e R skicirati linije odredjene jednaginama:
a) y=x+Kk, b) x* +y|y|=1, v) y=kx? —2kx+k +1.
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ReSenja testa broj 4
1 1 1 1

1
1. a) 22722 —pa:pa_papi 2 - 7
3b—(a—3b)+6b a®-—9b?
b)I(a,b)=a+ (a )+ a 9"  12b

a’ o’ b(2a+b) b(2a+b)
:i, a;t—E, b=0.
2a+b 2
1(0,003 ; 5,994) = — 12 12 _

2-0003+5994 6
2.a) Ako jednacinu 2x+1_ 3X3_ 2 _ 4); > —% pomnoZimo sa NZS (7,3) 1.

sa 21, dobijamo ekvivalentnu jednacinu 3(2x+1)-7(3x—2)=4x+5-7,
koja se sre|ivawem svodi na jednacinu —19x+19 = 0, anjeno reSnje je x =1.

b)1° Za x=1je f(x)=log, x.
log; x+log, x =0 <> log, x(log, x+1)=0
<g,x Ovieg,x -1
<:>x=1vx=£,
2
pa je , zbog uslova x > 1, jedino reSenje ove jednacine x =1.
20 Zax<lje f(x)=x-1.

(x-1 +(x-1)=0 < (x-1)((x-1)+1)=0

< X-1=0vx=0
< Xx=1vx=0,
pa je, zbog uslova X <1, jedino reSenje ove jednacine x = 0.
Dakle, skup reSenja date jednacine je {0,1} :

3. Koristeéi identitete:

. 1-cos2x . o+ o-
sinfx="—-"-""" i COS & +C0S 8 =2C0S zﬂcos Zﬂ

dobija se:
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1-cos4x +1—cos 6Xx
2 2

< c0s4x+cos6x =0

< 2c0s5xcosx=0

< cosS5x 0Ovcecosx=0

sin®2x+sin3x =1 < 1

<:>5X=%+k7r,keZvX=%+|7r,leZ

<:>X=£+k£,keZvX=£+|7r,|eZ.
10 5 2

4.Da bi reSenja X i X, jednacine ax® +bx +c =0 bila pozitivna,
treba da budu ispunjeni sledeci uslovi: X, +X, >0, xx, >0 i D>0.

(1)xl+x2:_9:k2—k2>o,tj. 2k (k—2)>0, OT L
a —

paje k € (—,0)U(2,). T\ Y,
(2)X1X2=§=%>O,tj. (k-1)(k-2)>0, RN > Y

paje ke (— oo,l)u(Z,oo).

(3) D=b’-4ae 4k*-4(k-2)(k-1)>0, T/

Ak? — 4Kk? +12K —8> 0 XE
43k-2)>0=k eE,ooj.

Presek skupova reSenja uslova (1),(2) i (3) je traZzeno reSenje i nalazimo ga
koristeci sliku 22:

Prema tome,

k e[g,ooj/\k e(—oo,O)u(Z,oo)/\k e(—oo,l)u(2,00)<:> k 6(2,00).
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2 2

X
5. Data kriva je hiperbola ¢iji je kanonski oblik 0 ]3./_8 =1. Dodirna tacka

hiperbole i njene tangente, paralelene datoj pravoj bi¢e trazena tacka. Data
. - 3 .

prava ima koeficijent pravca kp = 5 Tangenta mora biti paralelna sa pravom

2 2

Y

2

p, paje k, =—§. Uslov dodira prave y =kx+n i hiperbole X—Z— . =1je
a

2
a’k® —b? =n’. 1z jednacine 24(—%} —18=n’ dobija se da je n=6 ili

n=-6.
Tangente hiperbole, paralelne pravoj p, imaju jednacine:

t,:3x+2y-12=0 i t,:3x+2y+12=0.
3X? —4y* =72 : 3X* —4y* =72
3Xx+2y-12=0] 3x+2y+12=0

tacke P,(6,~3) i P,(~6,3). Prema formuli za rastojanje tacke od prave sledi da
je

ReSavanjem sistema } dobijaju se

3-6-2:3+1 13 .
d (P, | = d(P, p)=
(P p) " o+r4 | i3 i d(P,p)

‘—3~6+2~3+1|_ 11

Joid | VB
Dakle, tacka P,(~ 6,3) je trazena tacka.
6. Na osnovu sinusne teoreme vazi _L = L 1. E = i
sina sing " 1 sing
2
(sl. 23). Na osnovu implikacije
. 4 Vg 16 3 ¢
sinf==—A0< B <—=rc0s l-—=—
p 5 p 2 ? 25 5 8 o
i na osnovu kosinusne teoreme vazi 30 b
2 2 2 A c B
b® =a“+c”—2accos S, odnosno S| 23
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64=25+c"-2-5-¢C g , odakle je c®—6¢—39=0. ReSavanjem kvadratne
jednacine i uzimajué¢i u obzir daje ¢ >0 , proistice da je c =3+ 443

7. Kako je poznato da je

B, =4zcm? i B, =257cm? |, to se mogu
odrediti poluprecnici baza:

’m=4r =1 =2cm,
r}m =257 =1, =5cm.
Sada, iz M =357 cm? moze se odrediti izvodnica zarubljene kupe:

7(r, +1,)s =357 = s =5cm.

Pomo}u Pitagorine teoreme (sl.2) nalazi se visina zarubljene kupe:

H :m=\/25—9=4cm.

Na osnovu poznatog obrasca za zapreminu zarubljene kupe sledi da

jeV = %(B1 +/B.B, +B, )= 3(257r+w/257r~47r +47)=527 cm®

1 a1
8. ‘ta’=1—a=—, paje P=—"2==.
a +a Q 2 paje K > 2
1 a? 1 1
a§+a§:af:a2:\71_:§, paJeP2=—2=§=Pl-§.
2 jal—alma =2 -1 pajeP—é—i—P- 1y
a; +a, 2 3 \/E 2\/51 3 2 16 1 2"
Indukcijom se moZe dokazati da je niz P, P,,P;,....... P,...
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geometrijski niz sa koli¢nikom ¢ =%. Kako je

Sl. 24
prelaskom na grani¢nu vrednost, kada se n neograni¢eno uvecava, dobijamo da

je lims, = lim 1(1—ij=1.

2

n—o n—w 2

2n

9. Sistemimasmislaza x>0,y >0,x=#1i y=#1.

— — 2
Iozgyx+logxy—2}3Iogyx+logyx—2 3Iogyx+1=2Iogyx} -
—y=2 2_9o_
X°—y X =22y X“=2=y
2
(log, x-1)" =0 log, x=1 X=y
= = =
X2_2:y X2—2=y XZ—X—2=0

Iz druge jednacine se dobija da je x=2 ili x=-1. Prema uslovu zadatka,

jedino reSenje sistema je x =2,y = 2.

10. a) Linije u XOy —ravni odredjene jednacinama y = x+k,k e R su
prave paralelne sa pravom y =X, (sl. 25). yA
/x >
SI.25
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b) Jednacinu y = kx* —2kx + k +1 napi$imo u obliku
y= k(x2 - 2X +1)+1, odnosno u obliku y =k(x —1f +1. Sada se vidi da su

linije odredjene ovim jednacinama parabole koje prolaze kroz tacku M (1,1) za

k=#0,iprava y=1,za k =0, (sl.26).

. y .
N 1 .
-1 0 .
A
/ I, 27
, ¥y20 . .
v) Kako je |y|={_§ §<O' to jednacina x*+yly|=1 za y>0

glasix2 + y2 =1, a linija koja joj odgovara je deo kruZznice u prvom i

drugom kvadrantu (sl. 27). Za y <0 dobija se deo hiperbole - y2 =1

u trecemi cetvrtom kvadrantu.
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Test broj 5

1

1
1. a) Izracunati 1/(—2)2 19 2_817%" ;3053

b) Uprostiti 3_M (b_a ;ﬂ.
ab a b a2b2

2. Resiti jednacine:

1 VaAx -1
3x—1-2—x/ =1, b - .
B x4 -2« )1+x+x2+x3+~- 2

3. Resiti trigonometrijsku jednacinu COS 2X +SiN® X = COS X .

4. ReSiti nejednacinu b > 2x :
x+1 2x-1
5. Odrediti tacku krive 2x® +y? =3 koja je na najkraéem odstojanju od prave
2Xx—y+4=0.
6. Kroz proizvoljnu tacku u datom trouglu povucene su prave paralelne stra-

nicama i tako dobijena tri manja trougla ¢ije su povrSine Py, P, i Ps. Kolika je
povrsina datog trougla?

7. U pravu kruznu kupu sa poluprecnikom osnove r=4cm i visinom
H =6cm upisan je valjak maksimalne zapremine. Izrac¢unati tu zapreminu.

8. Tre¢i ¢lan aritmeticke progresije je 9, a razlika izmedju sedmog i drugog
¢lana je 20. Koliko ¢lanova progresije treba sabrati da bi njihova suma bila 91?

9. ReSiti sistem jednacina XFyxy+y :14}.

x>+ Xy +y? =84

10. U xOy-ravni predstaviti skupove odredjene relacijama:
a)(x2+y)~(y—x+l)£0, b) (y-Inx)-(x-1)=0,

V) (x2 +y? —1)~(y+|x|)s 0.
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ReSenje testa broj 5

1
1. a) \/@4_9_% _81—22+3logz3:|_2|+%_8l—i+3Iogzz:

I VIS P B P
_2+§—(3) +2=2+5-3+2=4.

b) [3_(a+b)2}.(b a).a3+b3:

ab a b} a2p?

_3ab-a’-2ab-b®> b*-a® a’h® _
ab ab g 4pd

_ —gaz —ab+b2)(b—a)(b+a)
(a+b)(a2 —ab+b2)

a—-b,uzuslovab=0, a=-b.

1
, _ ) 3x—1,x2§ _ ) 2 X x<2
.a)Kakoje [3x—-1|= i [2-x= N

—(3x—1),x<§ 2-X),x>2

jednaginu  [3x—1]-|2-x| =1 ¢emo redavati posebno u sledecim intervalima:
1V (1

(—oo,—},{—,Z} i (2,+oo).
3)13

1) [x<%/\(—3x+1—2+x=1)}<:{x<%/\2x=—2}@x=—1

n |

Hy [x>2A0Bx-1-(-2+x)=1)]=[x>2A2x=0] = xed

w|

SXS2/\(3X—1—2+X=1)}<:>{%SXSZ/\4X=4}<:> x=1
Prema tome, skup reenja date jednacine je {-1,1}.
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b) Kako zbir ¢lanova beskonacne geometrijske progresije postoji samo za
|q| <1, a kvadratni koren postoji za nenegativne brojeve, to ¢e, s obzirom na to

1 Vax-1

da leva strana ne moze biti 0, jednacina 3 = imati
T+ X+ X" +X"+---

smislaza 4x—-1>0 i |x| <1, tj. za%< X <1. Kako je ¢ = X pozitivno, to ée

biti S, =i, pa vazi:
1-X
R b PN S oY) RS |
T+ X+ X+ X +..... 2 1 2
1-x
) 5 1
= 4x —12x+5=0:>x=5vx=5.

. . 1
Prema uslovu zadatka, reSenje jednacine je samo X = E .

3. €0S 2X +SiN® X = COS X <> C0S” X —Sin® X + sin® X = cos X
& c0s® Xx—cosx=0
< cosx(cosx—1)=0
& cosx=0 veosx=1

<:>X=g+kn,keZ v Xx=2In,leZ.

4. Nejednacina L >

imasmislaza X #-11i x;tl.
x+1 2x-1 2

1 2X 1 2X —2x% -1
> = - >0>——————>0=>
X+1 2x-1 x+1 2x-1 (x+1)(2x—1)
—(2x2 +1)

SW>O3(X+1)(2X—l)<0:>X€(—l,%j.

5. TraZena tacka je dodirna tacka elipse 2x* +y? =3 i njene tangente koja je
paralelna datoj pravoj p: 2x—-y+4=0.
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Koeficijent pravca tangente jednak je koeficijentu pravca prave p . Eksplicitni
oblik jednacine prave p je y=2x+4, iz ¢ega sledi da je kp =2, pajei

2 2

k. =2. Iz kanonskog oblika jednacine elipse e:?+y? =1 nalazimo da je
2
a’ =g i b?=3, pa iz uslova dodira n?> =a’k?+b? prave y=kx+n i
2 2

elipse —2+§ =1, gde je k =2, dobijamo da je n? =9. Jednacine tangenti
a

Su:

tiy=2x+3 i t,:y=2x-3.

ReSavanjem sistema
2x—-y =3 2x—-y =-3

tacke P,(~11) i P,(1-1). Rastojanja ovih tacaka do prave p: 2x—y+4=0
su:

2 2 _ 2 2:—
2x°+y —3} i 2X°+y 3} dobijamo dodirne

|2.(—1)—1+4|_ 1 [21+1+4 7

i1 5 AP )= Jar1 B

Dakle, tacka Pl(— 1,1) je tacka elipse koja je najbliza datoj pravoj p

d(Pl’ p):

6.
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Trouglovi MB,B,, AMA, i C,C,M su sli¢ni trouglu ABC (sl. 68), jer su
im svi odgovarajuci uglovi jednaki kao uglovi sa paralelnim kracima. Ako je
CB=a, B,bM =a,, AAA=a, i AB=a,, prema uslovu zadatka sledi da
je a, +a,+a; =4a.

Povrsine sli¢nih trouglova se odnose kao kvadrati odgovarajucih stranica, pa je

P_a’ P-a’ 3

aroat i il "
P a? P.-a?’ a

—Ff =—azz =P, —a22 =P, =—az \P )
Ps_asz P E.asz p _a3 /p

P_aZD 3 _a2 3\/3_3_ (3)

1z (1), 2) i (3) se dobija da je \/Fl+\/FZ+\/FS=\/3(L:+a3J, iz
¢ega sledi da je P Z(\/Fl-F\/P_Z-‘r\/Fs)Z.

7. Neka je H; visina valjka upisanog u kupu (sl. 69). Prema uslovu zadatka,
visina kupe je H =6cm, a polupre¢nik osnove kupe je r =4cm. Na osnovu

sliénosti trouglova osencenih na slici 69, sledi da je

6-H H 24— 6r,

—21=—1L1 —oH = L. Zapremina valjka je funkcija od 1, tj.
I 4-r,

V=1(r) i

V, =Bk =r’H, 7”12(6—2"1% ﬁrls(—ngrGﬁrlz.

Iz f'(r1)=—%r127r+12 L i f’(r1)=0<:> r1=0vr1=g

sledi da funkcija f prima svoju maksimalnu vrednost za I, = %
paje Vi :n~%~2 :%CW :
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SI. 69

8. Zbir prvih n ¢lanova aritmeticke progresije izracunava se po formuli

S, = g[Za1 +(n-1)d], ne N . Kako je po uslovu zadatka

a, —a, =20 a,+6d-a, —-d=20 5d =20 d=4
= = = :
a, =9 a, +2d =9 a,+2d=9 a =1

to je 91=g[2-1+(n—1)4], odnosno 2n> —n—91=0. Re3enja jednacine

sun=7ilin= —2747. Dakle, treba uzeti 7 ¢lanova progresije da bi njihov zbir

bio 91.

9. Sistem ima smisla za xy > 0. Kako je
(L4—x—y¥ 1424x2+y?—2.14-x-2-14-y +2xy
=196+ x? + y? —28x— 28y + 2xy,

_ \/x_y=14—x—y} xy=196+x2+y2—28x—28y+2xy}
to je = =

X2+ xy+y>=84] X' +xy+y>=84
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X2+ xy+y’= 28(x+y)—196} 28(x+Y) =196+84}
= = =

X +xy+y> =84 x*+xy+y> =84

X+y=10

x=10-y
=
:>x2+xy+y2 =84}:> (10-y)*+y*+(10-y)y =84

x=10-y
= y2-10y+16=0|
ReSavanjem druge jednacine sistema dobijamo da je y=8 ili y=2. Skup
redenja sistema je {(8,2),(2,8)}.

Il na~in:

Kako je x2+xy+y? x+y)’—xy, to ée dati sistem biti ekvivalentan
X+Yy+,Xy=14

sistemu: y 2\/_y . Uvodjenjem smene a=X+Y, b= \/x_y dobija
(x+y) —xy=84

se daje

a+b=14 } a+b=14

N a+b 14| =a 10
a’-b*=84] ( '

= =
a—b)(a+b)=84} a-b 6 =b 4
Prelaskom na stare promenljive , jednostavno se dolazi do reSnja sistema.
10.a) (x2 + y)(y— x+1)<0 <

<:>(x2+ysO/\y—x+120)v(x2+y20/\y—x+1so)
<:>(ys-x2/\y2x—1)v(y2—x2/\ySX—1).
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y>x-1 y<—x*Ay>x-1

e

y < —x?
SI. 70 Sl. 71 SI. 72

Presek skupova prikazanih na slikama 70 i 71 predstavljen je na slici 72.

y>—x2 y<x-1 y=-x’Ay<x-1
SI. 73 SI. 74 SI. 75

Presek skupova prikazanih na slikama 73 i 74 predstavljen je na slici 75.
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(yS—XZ/\yZX—l)v(yZ—XZ/\ySX—ZL]

SI.76

Unija skupova prikazanih na slikama 72 i 75 ,tj. kona

na slici 76.

, prikazano je

no reSenje

¢

y>Inxax>1

SI.79

SI.78

)(x=1)20 < (y-Inx=0Ax-120)v(y—Inx<0Ax-1<0)
< (yzInxaxzl)v(y<inxax<1)

SIL.77
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Presek skupova prikazanih na slikama 77 i 78 predstavljen je na slici 79.

A A A
¥ Y
' 1 "L ,
of 1 e X ol AT e x Ol /]t e X
x<1 y<Inx y<InxAax<1l
SI1. 80 Sl. 81 Sl. 82

Presek skupova prikazanih na slikama 80 i 81 predstavljen je na slici 82.

A
y

1

<y

0 1 €

(y=Inxax=1)v(y<Inxax<1)
Sl. 83

Unija skupova prikazanih na slikama 79 i 82 predstavljena je na slici 83, §to je
i kona¢no reSenje zadatka.

v)
(x2+y2 —1)(y+|x|)30<:>
<:>(x2+y2—1s0/\ y+|x|20)v(x2+y2—120/\ y+|x|s0)

& (x2 +y?<1ny> —|x|)v (x2 +y?>1ay < —|x|)
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-1

x2+y?<1
Sl. 84

TJ/:_X -1 y:)(
y2-|x
SI. 85

X2 +y? <lay>-—[X
Sl. 86

Presek skupova prikazanih na slikama 84 i 85 predstavljen je na slici 86.

A A A
y y y
1 X" X"
-1 -1 -1
2,2
X2 4y? =1 y <-|x X2 +y?21ay<-[X
Sl. 87 SI. 88 SI. 89
Presek skupova prikazanih na slikama 87 i 88 predstavljen je na slici 89.
A
y
X’
-1

(x2+y2 sl/\y2—|x|)v(x2+y2 21/\y3—|x|)

SI. 90

Unija skupova prikazanih na slikama 86 i 89 predstavljena je na slici 90, §to je

i kona¢no reSenje zadatka.
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