STEPENI REDOVI - ZADACI (1I deo)
Primer 1.

Funkciju f(x)=arctgx razviti u stepeni red i1 odrediti njegovu oblast konvergencije.
ReSenje:

o . . . 1 <
Ideja je da koristimo poznati razvoj P = z X" -1<x<1
-X n=0

Dakle, ovde je x* e (=1,1) = x e (=1,1)

b © 0 b
Kako vazi teorema .[ (Zan xNdx = Z( .[ a,Xx'dx) , to jest da na intervalu konvergencije integral prolazi kroz

a n=0 n=0

stepeni red, imamo:

X 2n+1

xﬁmy;ewﬂnm;eijm:;@wz

o1 X
0 n+l

f(x)=arctgx = j1+

0

Uvek treba ispitati konvergenciju dobijenog reda na granicama intervala konvergencije.

Kod nas je to u ovom slucaju x=-11 x=1

Zax=-1
ovo je 1
Ee) x2n+l ) (_1)2n+l 0 (_1)" (_1)2" (_1)1 Ee) (_1)n+l
-1)" —>zax=-1-) (-1) = =) ——
,,Z:;‘( ) 2n+1 ,,Z;‘( ) 2n+1 ,,Z:;‘ 2n+1 ;2n+1

Ovo je alternativni red i na njega ¢emo primeniti Lajbnicov kriterijum:

lim =0 ivazi: n+1>n—->2n+1)>2n->2n+)+1>2n+1— < ! —la,, <a,
n—o 2p +1 2(n+1)+1 2n+1

Znaci da je ovaj alternativni red konvergentan.

Zax=1

o0 2n+1 o0 2n+1 o0 _ n
31y = emxﬂeZewm _[3 D
e 2n+1 o 2n+1 |3 2n+1

Sli¢no kao za prethodni brojni red i ovde je po Lajbnicovom kriterijumu red konvergentan.

Dakle, nas stepeni red je konvergentan za x €[—1,1]



Primer 2.

Funkciju f(x)=1In ?Jr Y razvitiu stepeni red.
ReSenje:
fx) =22
I-x
)= 1 _(2+x)_fﬁx&}a—xy+u2+x)_ 3
24x (1-x) 2+x (1-x)* (2+x)(1-x)
I-x

Dobili smo racionalnu funkciju koju ¢emo poznatim postupkom rastaviti na sabirke:

3 _ A N B
Q2+x)(I-x) 2+x 1-x
3=A(1-x)+B(2+x)
3=A—-Ax+2B+ Bx
3=x(-A+B)+A+2B

.............................. /2+x)(1-x)

~A+B=0
A+2B=3
3B=3—|B=1|—>|4=]
3 1 1 1 1 (1 1 1

Qrx(-x) 2+x I-x

Poluprecnik konvergencije ovog reda je :

2.2

= lim—2— = lim>2=2 ,znaéi xe(-2,2)

n—o 1 n—oo >n\

2n+l

4,

lim

n—»0

a

n+l

Sada , za interval x € (—1,1) ( koji pripada dobijenom intervalu (-2,2) ) imamo:



f(x)==
1_’_7 l_x n=0 n=0
2
S (_1)” n S n
=202 o +Z=:; x
I IETI
n=0 2 n=0
) 1 +2n+1 ,
= ZO< )2n+l X

Sad da preko integrala vratimo funkciju na f(x).

f)= j(Z( )y +2"

n+l
n=0 2

2n+l

n=0

Primer 3.

Funkciju f(x)=

1+ x
(1-x)*
ReSenje:

Opet moramo rastaviti datu funkciju.

l+x 4 B ___C
(1-x)’ (1-x)’

_1—x+(1—x)2
l+x=A(1-x)>+B(1-x)+C
l+x=A(1-2x+x*+B—-Bx+C
l+x=A-2Ax+ Ax* +B-Bx+C
l+x=4Ax" +x(-2A-B)+ A+ B+C
A=0

)d z ( 1) + 2n+1 I

ndz

n=0

—24A-B=1
A+B+C=1
B=-15C=2
1+ x 0 -1 2 2 1
= + + = -
(I-x° 1-x (1-x)* (-x) (1-x) (I-x)
Dakle :
1
/0= (1—) (%)

( 1)n+2n+1 ' xn+1

0 (_1)n+2n+1xn+l

2! n+1

0

razviti u stepeni red, a zatim odrediti zbir reda z

n=1

=

n=0

2" (n+1)

2

n—1




Znamo da je 1 =Z X" -1<x<1
- X

n=0

Obelezimo sa g(x) = " L i X"
- X n=0
Izvod je :
1 1

oy U S N

() 0_)< x) O_)A s

N B B ) = 2
g (x)=- (1_ R T((=x)")= R x)42(1 x)(=1) 0
Sad radimo:

0 / o0
! =g'(x)= x"| = Z nx"" Pazi: moramo promeniti da n ide od 1.
(1 - x)z n=0

n=1

(1—2x)3 =g (x)= g (x) (an J =§:n(n—1)x”_2

n=2

Pazi: moramo promeniti da n ide od 2, ali posto prethodna suma ide od 1, izvr§i¢emo malu korekciju za ovu drugu

sumu, staviéemo da ide od 1, a gde vidimo n piSemo n+1

(1_ R —Zn(n Dx"? Z(n+1)(n+1 x"2 =i“(n—i-l)nx”’1 = i“n(n+l)x”’1

Sada se vra¢amo na zadatak:

f(x)=g7(x)—g'(x)= Zn(n+1)x” ! an :i n(n+1)—nlx"" 22[112 +n—nlx""

n=1

f(x)= znz n-1

e . = n? . . ) )
Da bi nasli trazeni zbir reda z - , trebamo umesto x u nasem redu f(x)= z n’x"" staviti neki broj.

n=1 n=1

Ovde je ocigledno da to treba biti 5 Ovu vrednost menjamo u pocetnu , zadanu, funkciju:

1+—
11+x3_)f(%): 12 D
(1= -2y

fx)=



Primer 4.

. o - ) . . = (—1)"n?
Odrediti oblast konvergencije i sumu reda anx” a zatim na¢i sumu numerickog reda Z%
n=1 n=l1
Resenje:
Kako je a, =n’ koristimo formulu lim |~ =R
e an+l
2 2

. |a . n . n 1

lim | —=lim > =lim— =-=1 dakle R=I

o g |omoe(n41)” moenT +2n+1 1

Red je konvergentan za x € (—1,1). Moramo ispitati Sta se deSavaza x=-1 1 za x=1

Za x=1

Dobijamo brojni red Y n°1"" =>"n* . Ovde odmah moZemo zaklju¢iti da red divergira jer mu opsti &lan ne teZi

n=1 n=1

nuli: limn? =o0.

n—>0

Za x=-1

Sliéno razmisljamo: dobijeni red je Z n*(=1)"" , ali i on divergira jer mu opsti ¢lan ne teZi nuli.

n=1

Zakljucujemo da oblast konvergencije ostaje x € (—1,1)

! :i x" -1<x<1.

Koristi¢emo poznati razvoj "
- X n=0

y y ) ., .. 1 < ..
Posto u nasem redu n ide od 1 , napraviéemo malu korekciju (——= Z X" sve pomnozimo sa x):
l1-x n=0
0
X
dx'=— xe(-L)
n=l1 1 -X

Dalje radimo:



VRS WSS RS Wi B WRIOR) v

ovo je izvod

od x"

Sad unutar zagrade radimo isti trik kao malopre:uzmemo x pa ispred zagrade

ovo zamenimo

E sad samo imamo posao da nadjemo ove izvode:

X(X(LJ/J/:x(x(l—x+xjj/:){ X j/ (- x)? =2(1-x)(— l)x
I—x (1-x)° (1-x)°

(1-x)°*
L2 +2(1-x0)x h\Q[l x+2¢] _ xtl_[xGr))

(1-x)* (1-x)* Y= |a=x

© 1\ 42 -
Sumu numerickog reda Z% ¢emo naci kada umesto x stavimo 1 u anx” odnosno u )(cl(x +)13) )
n=l n=1 —X
1 1 1
n=l1 2n 1_ _l 3 ﬂ 27
-

Primer 5.

Ispitati konvergenciju reda Z ntl

——~x" 1 naintervalu konvergencije na¢i njegovu sumu
n=1 n
ReSenje:
n+l
. . n+l n +2n+1 1
Iz lim |—~ =R dobijamo: lim— ( )’ im—; =-=1
n—o an+l n—o 1N+ 2 n—o n(n + 2) n—->©  p° 4 2n 1

n+l
Odavde zaklju¢ujemo da red konvergira za x € (—1,1)

Zax=-1

Dobijamo red Z—( 1)", ali je ocigledno da njegov opsti ¢lan ne tezi nuli, lim—— =120 pa red divergira.
n=l N

n=w 41

6



Zax=1

N . ~n+l o ve . .
Sli¢na situacija, dobijamo red Z— ¢iji opsti ¢lan ne tezi nuli, paje red divergentan.

n=1

Zaklju¢ujemo da je oblast konvergencije datog reda interval (—1,1).

o0

Obelezimo sumu reda sa f(x) = Zn—ﬂx

n=1

n

Najpre ¢emo , na intervalu konvergencije, dati red integraliti da “ uni§timo” n+1, dakle:

[ £ () :I(in—Hx”)dx :i”—“j x”dx:i};{;{:ix;

n n=l N 0 n=1 n=1

) n+l © n
Izbacimo jedno x ispred: z r - xzx—

n=l1 n n=1 n
Odavde je dakle:
X 0 xn
j SO =D T /i x
0 n=1 n

1 X 0 xn
;.([f(x)dx —Z »

n=1

Sad trazimo izvod od ovoga:

1 - = & 1 x ! x© n ! £ n—1 © . 1
o] (5] 55 e

n=1 1

/
Odavde je dakle (1 | f(x)dxj =
X 0

R
1-x

Da bi nasli 1 I f(x)dx moramo integraliti IL’ pa dobijamo:
Xy - X

1)( X 1 x
;_!f(x)dx-!mdx——ln|l—x|0— ~In|1—x]




Odavde imamo:

ljf(x)dx = —In 1= X| oo, /*x
xO

X

J-f(x)dx = —xln|l—x|

0

Konac¢no ¢e biti:

f(x)= [j f(x)dxj =(-xInfl-x

izvod proizvoda

) =—1-1n|1—x|+i(—1)(—x)= —1n(1—x)+li




