NEPOTPUNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE II REDA

I tip

Najprostije diferencijalne jednacine II reda su oblika |y = f(x)| i reSavaju se dvostrukom integracijom.

1
Primer 1. Resi diferencijalnu jednacinu: y'=——
cos” x
ReSenje:
=——— integralimo jednom da dobijemo y"
cos” x
1
= dx
4 -[ cos’ x
y=tgx+C,

Dodali smo konstantu C, jer ¢emo posle morati da dodamo jo$ jednu,sad integralimo joS jednom i gotov
posao:

y= I(tgx+Cl )dx
y= Itgxdx +J Cdx

Na stranu nadjemo vrednost prvog integrala, metodom smene.

cosx=t
dx =|—sin xdx = dt =J_Tldt=—ln|t|:—ln|cosx|

sin xdx = —dt

sin x

J.tgxdx = J

cosx
Sad se vratimo u reSenje ( evo celog postupka zajedno):

1

~ cos’ x
V= j ! dx

cos’ x

y=tgx+C,

y= j(tgx+ G )dx
y= jtgxdx +j Cdx
y= jtgxdx +C1'[ dx

y:—ln|cosx|+C1x+C2

Ovo je opSte reSenje zadane diferencijalne jednacine!



Primer 2.
Odrediti opSte reSenje diferencijalne jednadine y'=12x’ —4 a zatim i partikularno resenje koje zadovoljava
uslove: y'(0)=01i y(2)=8

ReSenje:
Trazimo najpre opSte reSenje dvostrukom integracijom:

y=12x" -4
y‘zJ.(12x2 —4)dx
y‘leJ.xzdx—4jdx

3

A X
)2212?—4JC+C1

y=4x"—4x+C,

sz.(4x3 —4x+C1)dx
y=4jx3dx—4fxdx+Cljdx

4 2

y=4%—4%+C1x+C2

y=x'-2x"+Cx+C,

Sad trazimo partikularno resenje:

¥'(0)=0 nam govorida u |y=4x’ —4x+C,| zamenimo x =0 A y'=0 ( Pazi, ne u opste resenje, ve¢iy")

y=4x"-4x+C
0=4-0"-4-0+C, >[C, =0

Sad u opSte reSenje menjamo da je  y(2) =8, to jest x=2Ay =8 a ve¢ smo nasli da je C, =0

y=x"-2x"+Cx+C,
8=2-2.2+0-x+C,

8=16-8+C, —>
Sad vrednosti konstanata zamenimo u opSte reSenje:

y=x"-2x"+Cx+C,

y=x'-2x"+0-x+0

y=x"-2x"

Ovo je traZzeno partikularno resenje!



II tip

Drugi tip, malo sloZeniji je diferencijalna jednacina drugog reda u kojoj se javlja

Matematicki bi to zapisali F(y"",y",x)=0

Uvodimo smenu —>y'=p

Primer 3. Resi diferencijalnu jednadinu y"'+y‘tgx —sin2x =0
Resenje:

Y +ytgx—sin2x =0

Uvodimo smenu —=>y=p

Y +ytgx—sin2x =0

p+tgx- p =sin2x

Ovo je linearna diferencijalna jednacina prvog reda, “po p”.

—J.P(x)dx Je IP(X)dx

p(x)=e " e+ [O(r)e dx)

Iz p'+tgx- p=sin2x je P(x)=1tgx A Q(x)=sin2x

'[P(x)dx :j tgxdx =—1In |cos x| =In(cosx)™'

J'P(x)d

[ote

Ism 2x- " gy = _[2 sin xcos x - dx = _[2 sin xdx =-2cos x

COS x

P(x)dx
!

=" e+ ot
p(x)=e "I (C, ~2cos x)

dx)

p(x)= |cos x(C, —2cos x)|

Sad vratimo smenu: y'= p
y'=cosx(C, —2cosx)

y'=C,cosx—2cos’ x=C, cosx—2(mj

2

|y‘: C cosx—1—0052x|

Ovo je sada diferencijalna jednacina prvog reda koja razdvaja promenljive:

3y

¥ 1 x anemay.



y'=C, cosx—1-cos2x

ﬂ:q cosx—1-cos2x

dx
dy = (C, cos x —1—cos 2x)dx
J.dy = j(Cl cosx —1—cos2x)dx

yZCIJCOSde—de—J.COSZde

. 1 .
y=C s1nx—x—§s1n2x+ C,

111 tip
Tredi tip je je diferencijalna jednacina drugog reda u kojoj se javljay ",y 1 y a nema gax.
Matematicki bi to zapisali F(y'",y",y)=0

Ove jednacine se resavaju smenom y ‘= p, ali pazimo , sada jey '=p- ;I—p, odnosno y*'=p-p’
y

Primer 4. Nadi op3ti integral jednagine y '+ 2yy“=0

Resenje:
v+ 2yy Y=0  uzeéemo smenu y'=p,odaklejey''=pp

pp+2 p3 =0 izvuCemo p kao zajednicki
pp+2yp°) =0 odavdeje p=0 ili p'+2yp° =0

Za p = (0 odmah dobijamo reSenje y* = 0 to jest y = C (konstanta)

p+2p’ =0
dp 2
e A
dy yp
d_]z =2ydy d.j. koja razdvaja promenljive, integralimo
dp
] P [-2yay
2
_ l — _2 y_ + cl
p
1 =y’ ¢
p
p= 21 vratimo y =p
Yy —q
V=— ! Zamenimo da je y'= @

Y o—q dx



dy 1
dx  y* -

(" —c)dy = dx

3

y? —c¢,y=x+c, opstiintegral

3
Dakle, reSenjasu: y=c i y? —-cy=x+c,

IV tip
LINEARNA HOMOGENA D.J. SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA
P hagy +azy =0

Njoj najpre pridruzujemo karakteristi¢nu jednacinu:

A +ai+a,=0
U zavisnosti od reSenja karakteristicne jednacine razlikujemo tri slucaja:

1) A A, surealna i razli¢ita, onda je : y(x)=c,e™ + c,e’"
2) J,i A, surealna i jednaka reSenja , onda je : y(x)= c,e™ +xc,e™"
3) Ai 4, sukonjugovano kompleksni brojevi : A, =a+bi, 1,=a-bi, onda je :y(x)=c;e” cosbx+ce" sinbx

PAZI : U KARAKTERISTICNOJ JEDNACINI NEKO UZIMA KAO SMENU p, NEKO r, A NEKO A .
VI RADITE ONAKO KAKO RADI VAS PROFESOR! ( u sustini je sve jedno)
Primer 5.
Nadi opsti integral jednacina:

a) y -3y +2y=0

b) y -2y+y=0

) y -2y 2y=0
Resenje:

a) y -3y ' +2y=0  najpre reSimo karakteristicnu jednacinu

p’ -3p+2=0 (1. sludaj)

p1,2:_3p1:2=p2:1



b) y ' -2y+y=0 najpre reSimo karakteristi¢nu jednacinu
p’ -2p+1=0 (2.slucaj)

2+0
P2 =5 =P =Lp,=1

y=ce" +c,xe’
c) y' -2y 2y =0
p* -2p+2=0 (3.slucaj)

242 2(1+0)

Do 5 5 =>p =l+i,p,=1-i

y=ce cosx+c,e’ sinx



