INTEGRALI ZADACI (ITI-DEO) PARCIJALNA INTEGRACIJA

Ako su u 1 v diferencijabilne funkcije od x , onda je :

judv =uv—jvdu

Ova metoda, parcijalna integracija, po pravilu je na pocetku proucavanja slabo razumljiva. Mi ¢emo pokusati , koliko

to dozvoljava pisana re¢ da vam je priblizimo i objasnimo .
Zadati integral mi uporedujemo sa I udv . “Nesto” (recimo ® ) izaberemo da je u, a “neSto” (recimo Adx ) izaberemo

daje dv. Od onog §to smo izabrali da je u trazimo izvod , a od onog §to smo izabrali da je dv trazimo integral.

O=u Adx=dv
®'dx=du J-Adx =y

Kad nademo du i1 v to menjamo u formulu parcijalne integracije: uv— jvdu . Ideja parcijalne integracije je da

novodobijeni integral .[ vdu bude laksi od pocetnog .[ udv . Ako dobijemo da on nije laksi, zna¢i da smo pogresno

izabrali u 1 dv.

Najces¢i primer na kome profesori objasnjavaju parcijalnu integraciju je :
Jea=?
Ovaj integral uporedujemo sa .[ udv. lzabraemodajex =u a e dx=dv.

X=u e'dx=dv
J-xe"dx =|dx =du .[e"dx =v|=o0vo sad menjamou u -v—jvdu

e =v

:x-e"—je"dx:xe"—e"+C= e'(x-)+C

j v-du

A $ta bi se desilo da smo birali pogresno? Da vidimo:

e =u xdx =dv
x’ x’
jxe"dx =|e"dx =du jxdx == 7'€X— j? -e"dx| — ovaj integral je tezi od pocetnog!
x2
—_— =y
2



Da bi “pametno” birali ove integrale ¢emo podeliti u 4. grupe.

1. GRUPA Ovde ¢emo birati da je x ili izraz vezan sa x jednak u, a sve ostalo je dv

Na primer : J-xcosxdx, J-(l—x)sinxdx, J-xexdx, J.%dx, J-(x2—2x+5)e”‘dx itd.
sin” x

2. GRUPA Ovde ne uzimamo x za u , ve¢ funkciju pored x , (odnosno izraza sa x). Inx = u,

arcsinx =u, arctgx =u a sve ostalo je dv.

Na primer : I x In xdx Ix arcsin xdx I x’arctgxdx, I x® Inxdx itd.

3. GRUPA Ovde ¢emo uzimati dx=dv, a unutrasnja funkcija je u, kao u 2. grupi

Na primer : Iln xdx , Ilnzxdx, I arctgxdx , jarcsin xdx itd.

4. GRUPA To su kruzni integrali, koji uvek imaju svog “para” preko koga se dati integral vra¢a na pocetak...
Na primer : Iex sin xdx , J. e’ cosxdx , J-sin(ln xX)dx , J. cos(Inx)dx itd.

Od svake grupe ¢emo uraditi po nekoliko primera...

Jasno je da uradeni primer J. xe”dx pripada prvoj grupi.

[(=x)sinxdx =2

l-x=u sinxdx=dv

j (1-x)sin xdx =|—dx = du j sinxdx = v| = (1—x)(~ cos x)— j (~cos x)(~dx) =[(x—1)cos x—sinx+ C

—CcosSX=V [
- xdx
i
cos” x
dx
xX=u > =dv
Ccos” x
xdx dx
I > =|dx =du I 3 =v:x-tgx—jtgxdx:
cos” x cos” x
gx=v

izvuci ¢emo I tgxdx ‘ na stranu’, reSiti ga , pa ¢emo se vratiti u parcijalnu integraciju...



. cosx =t
smxdx: —sinxdx =dt| = _Tdtz—ln|t|:—ln|cosx|

jtgxdx - j cos x
sin xdx = —dt

vratimo se u zadatak:

J- xdx

cos’ x

:x-tgx—jtgxdx=x-tgx—(—1n|c0sx|)+C= x-tgx+ln|cosx|+C

lenxdx:?

Ovde je primamljivo uzeti da je x = u, ali bi nas to odvelo u ¢orsokak...

Ovaj integral je iz I grupe:

Inx=u jxdx=v

2 2 2 by
J-xlnxdxz 1 2 :lnx-x— - x—-ldx:x—-lnx—jx—-idxz
X 2 jvdu
x2 2 1 2 x2 2

:—-lnx—ljxdx:x—-lnx——-x—+C: 2 omx-Z+C
2 2 2 2 2 2 4

I x-arctgxdx =7

arctgx =u xdx=v
fx-arct xdx = ‘ J. 2 = arct, x-x—Z—fx—z- ! dx = arct x-x—z—l-f x dx
s ! 85 2 85

dx = du %:v 2 1+x 2 Y1+x7

1+x7

2

, .. X oy e . e D
Ovde ¢emo stati 1 j dx resiti na stranu pa ubaciti reSenje...Ovo je onaj trik integral , objaSnjen u I delu.

1+ x?

2

X
J-x2+l x*+1 x*+1 x*+1 x*+1

:jdx—szl_i_ldx:

dxz.[xz-i_l_ldx:.[xz-i_ldx—j ! dxz'fj;iidx—j ! dx
¥

Da se podsetimo:

2 2 2

. 1 X x* 1
Sada je: X -arctgxdx = arct x-x———- dx =|arctgx -— ——(x—arctgx) +C
jei [xearaig R Fvee gy by




j x* arccos x

e

I ovo je integral iz II grupe al je malo tezi i ima viSe posla.

j x° arccos x

NI

i

3
arccos x = u - dx =dv
I-x
dx = = Uokvireni integral ¢emo resiti “na stranu”
dx X’
- =du j dx=v
1-x° 1-x°
1-x*=¢
" I |- Zxdx = Z1at _Il_ I
A /1 2 |xdx=—rdt / 3 3
1-x* =t >x° :

3) _ V1=x*(=x*=2) :_\/1—x2 (x* +2)

(*=3) _N1-x’(1-x"-
3

3 3 3
Vratimo se sada u parcijalnu integraciju:
x3
arccos x =u dx=dv
J~x3 arccosx , VI-x B
V1-x? dx —dy _\/l—xz(x2+2)_
V1=’ 3
_ arccosx-(~ V1-x (x +2)) J- :/ ; (x +2).  dx ]
1_ 2
= —arccos x - ( l—xz(x2+2))_lj(x2+2)dx
3 3
20,2 3
=|—arccos x - ( ! x3(x +2))—%(%+2x)+€




J-lnxdx:?

Ovo je integral iz nase III grupe.

Inx=u dx=dv

Ilnxdxz lclxzdu Idxzv :lnx-x—jx-ldxzxlnx—jX-idxlenx—x+C=
X

x
x=v
primer 8. .[ In* xdx =?
In*x=u dx=dv
Ilnz xdx =|?dx = du .[ dx =v| , da nademo mi ovaj izvod “na stranu”, jer se radi o slozenoj funkciji.
x=v
(In® ¥)'= 2In x- (In x)'= 2In x .~ = 210
x X
Vratimo se na zadatak:
In*x=u dx=dv

Inx

2lnxdx:x-ln2x—ZIX-de:xlnzx—2 Ilnxdx

X

2Inx

Ilnzxdx: dx =du J.dx:v =ln2x-x—jx~

X

X=V

Radili smo 1 dobili I In xdx , koji smo resili u prethodnom primeru. Znaci ovde bi morali da radimo novu parcijalnu

integraciju!

Iskoristi¢emo reSenje prethodnog primera da je jln xdx =x(Inx—1)

Pa ¢e reSenje naseg integrala biti:

Ilnzxdx=x~ln2x—2.[lnxdx =x-In*x-2x(Inx-1)+C=|x-(In> x-2Inx+2)+C




primer 9. J-ln(x +1+x7)dx =?

Ovo je ve¢ ozbiljniji primer 1 ima¢emo vise posla...

jln(x+x/ﬁ)d 1n(x+\/1+x) u dx =dv

X=V

, kao 1 obi¢no, sloZeni izvod ¢emo ““ na stranu”

[1 V1 V1 = 1 (1 L 1+x%)
oo+ v1+2)1= x+~/1+x? i )= x+\/1+x2 (+2\/1+x2 ()

1 1
- - :
)ch\/ler2 (+Z\/1+x2 ZX)
X

1
1+
er\/ler2 \/ler2

_ 1 .()Zgé+x): 1
m V1+x® Vi+x®

Vratimo se u zadatak:

In(x+v1+x*)=u dx =dv
Iln(x+x/1+x2)dx= 1 :ln(x+\/1+x2)-x—_[x-

dx =du xX=v
1+ x?

=ln(x+\/l+x2)-x—j Y x| =
N1+ x?

Opet problem, izvu¢emo uokvireni integral i re§imo ga metodom smene:

N1+x* =t
dx = Idt—t—\/ler

dx =dt

N

1+ x?

Konacno, resenje Ce biti:

[InCe+1+x7)dx = |x - InGe+ 1+ x°) —VT+x" +C




I joS da pokaZzemo par primera iz IV grupe.

[ sin(in x)dx =2

Krenemo sa parcijalnom integracijom ( pocetni integral najc¢es¢e obelezavamo sa [ ):

sin(lnx)=u dx=dv
1= jsin(ln x)dx =|cos(Inx)-(In x)'dx = du xX=v |=

cos(In x) -ldx
X

=sin(Inx)-x— J-\x -cos(In x)- L dx =sin(Inx)-x— j cos(In x)dx

X

Za sada I =sin(Inx)-x— j cos(In x)dx

*

Integral jcos(ln x)dx radimo “ na stranu” , opet parcijalnom integracijom:

cos(Inx)=u dx=dv

jcos(ln X)dx =| 1
-sin(Inx)—dx = du X=v
X

cos(Inx)-x— .[ X(-sin(lnx) i)dx =cos(Inx)-x+ .[ sin(In x)dx =cos(In x)-x+ 1

Dakle imamo .[ cos(Inx)dx =cos(Inx)-x+1

Vratimo se na

I =sin(Inx)-x— j cos(Inx)dx ovde zamenimo da je I cos(Inx)dx =cos(Inx)-x+1
I =sin(lnx)-x—[cos(lnx)-x+1]

I =sin(lnx)-x—cos(lnx)-x—1

I+ 1 =sin(Inx)-x—cos(Inx)-x

21 = x-[sin(In x) — cos(In x)]

JE [sin(In x) — cos(In x)]
2
Konstantu C dodamo tek kad izrazimo 1.

+C




Profesori najvise vole da ovaj tip integrala objasne ( a posle vala i pitaju) na integralima:
I e'sinxdx 1 jex cos xdx

Mi ¢emo uraditi jedan uopSteniji primer :

I e™ sin bxdx =7

Startujemo sa parcijalnom integracijom...( i naravno ovaj integral obelezimo sa /)

sinbx=u e“dx=dv

1= .[e”" sin bxdx =|cos bx - (bx)'dx = du je“"dx =V =

bcosbxdx = du l e” =v

=sinbx- le‘“ —j le‘“bcosbxa’x:m—é e cos bxdx
a a a a

Za sad dakle imamo 1= Lmbx —2 .[ e™ cos bxdx
a a

Resavamo je"“" cosbxdx ,pa ¢emo to reSenje vratiti...

cosbx=u e“dx=dv
j ™ cos bxdx = |—sin bx - (bx)'dx = du j e“dx=v|=
—bsin bxdx = du le”" =v
a
=cosbx- le‘” —j le”"(—b sin bx)dx = ¢ coshx Jréjle‘”r sin bxdx
a a a a
- e“cosbx b ., . .
Dakle : Ie cosbxdx =——+— j e“ sinbxdx to jest

a a

Ie‘“ cosbxdszObe+é-I
a a




I:Lmbx—éje‘“ cos bxdx

a a

I= ¢’sinbx b -(ﬂ +2 -1 j odavde moramo da izrazimo /

a a a a

e“sinbx b-e“cosbx b’ )

I = - ) ——2[ ........... /ea
a a a

a’-I=a-e™sinbx—b-e“ cosbx—b>-1
a’ I+b*-I=a-e“sinbx—b-e™ cosbx

I(a® +b*)=a-e™ sinbx —b-e™ cos bx

I a-e” sinbx—b-e" cosbx
a’+b’
_e“(a-sinbx—b-cosbx) N
a’+b’

1 C

Resenje ovog uopstenog integrala mozemo primeniti da reSimo recimo .[ e'sinxdx. Kako?

e“(a-sinbx—b-cosbx) e (1-sinlx—1-coslx) _|e"(sinx—cosx)

Zaa=11 b=1 je
. a’+b* 1? +1° 2

oy
e*(sin x—cosx) L C

Dakle: J-e" sin xdx =

primer 11. .[\/az —x’dx=?

Ovo je jedan od poznatijih integrala koga mozemo resiti na nekoliko nacina.
Ajmo da vidimo kako bi to i§lo pomocu parcijalne integracije...

Najpre vr§imo malu racionalizaciju podintegralne funkcije:

az_xzz\/az_xz.\/az_xzz a* — ¥ _ a’ B ¥
1 \/az_xz \/az_xz \/az_xz \/az_xz

Dakle , sada imamo dva integrala( pocetni integral ¢emo oznaciti sa / ):

[=I\/a2—x2dx=j\/%dx—j\/;jdx



Prvi od njih je tabli¢ni: j dx=a

2
a 2j dx ) arcs’nx
—_— _— = - 1n—
\/a2 —x* \/a2 —x? a

A drugi ¢emo resiti parcijalnom integracijom:

X=u X k=av
2 [ 2 2
J == o -
a—x dx =du I—dx =y
22
Va —x
Resimo ovaj integral posebno:

a’—x*=¢

X —/dt
———dx = /fxdx:tht = | L—=-t=—a* ¥’
J- Ja* = xdx = —tdt .[ /

Vratimo se sada u parcijalnu integraciju:

xX=u dezdv

, Na’ —x’
X
fﬁdx: X _ix=v
a =X dx =du j\/az—xz
—~a'-x"=v
2
J-%dxz—x\/az —x +J-(\/a2 —x%)dx
a —x

x2
J-—dx =—xvJa'—x* +1
Va®=x*

Da se podsetimo pocetka:

a’ x’
1= dx — dx
j/az_xz I/az_xz
I=a’ -arcsinf—(—x\/a2 -x*+1)

a
2 X 2 2
I=a -arcsin—+xva —x" -1
a
Prebacimo / na levu stranu!

X X . 5
I+1=a" arcsin=+xva*—x* > 2l =a* -arcsin=+xva’ —x*> ikona¢no:

a a
1 :%(az - arcsin~ + xv/a? —x2j+C
a

Ovaj integral mozemo resiti elegantnije primenom odgovaraju¢e smene, ali to u slede¢em fajlu...



