POLINOMI NAD POLJEM KOMPLEKSNIH BROJEVA

Najprostije receno, polinom P je funkcija preslikavanja iz C u C a definisana je sa:
P(z)=a,z"+a, z"" +..+az+a,

Ako je a # 0, kazemo da je n— stepen polinoma P(z).

Dva polinoma n — tog stepena:

P(2)=AZ"+A, Z"" +..+ AZ+ A,
O(z)=B,Z"+B, \Z""' +..+ BZ+B,

su indenticki jednaki onda i samo onda ako je:
A =B,4 =B, ,,..,A =B,

n2“n—-l1
Naravno i ovde vazi Bezuova teorema koju smo ve¢ objasnili u obi¢nim polinomima:
Pri deljenju polinoma P(z) sa (z—a) dobija se ostatak P(a). Ako je a-koren polinoma,
tj. P(a)=0 onda je polinom P(z)deljiv bez ostatka sa (z —a)
Osnovna teorema algebra je:
Svaki polinom P nad poljem kompleksnih brojeva ima bar jednu nulu.

Prva od posledica ove veoma bitne teoreme odnosi se na faktorizaciju polinoma.

Primer
22 +1=z"—(-])

=z"—i’ =(z—i)(z+i)

— Svaki polinom 7 — tog stepena moZe se napisati u obliku
P(z)=a,(z-0)(z-a,)..(z—«,)

gde su ¢,,a,,...,a, koreni polinomai a, koeficijenat uz z".
— Ako je polinom P deljiv polinomom O(z) = (z —a)*, a nije deljiv polinomom

S(z)=(z—a)"", kaZemo da je a nula reda k polinoma P.

— Polinom P stepena » ne moZe se anulirati za viSe od » razlicitih vrednosti



Primer

Ako su a,b 1 ¢ medjusobno razliciti brojevi, dokazati da je:

(x-b)x—c) (x=c)x—a) (x-a)x-b) _,
(a=b)a=c) (b-c)b-a) (c—a)c-b)

Resenje:
Prebaci¢emo sve na levu stranu i napraviti polinom koji je o¢igledno stepena 2 (pa ne

moze imati vise od 2 reSenja)

_ (x—=b)(x—c) N (x—c)(x—a) N (x—a)(x—-b) 1
(a=b)a—c) (b-c)b-a) (c—a)c—D)

P(x)

Ako stavimo x =a dobijamo

P(a)= (a—b)a—-c) N (a—c)a—a) N (a—a)(a-b) 1
(a=b)a-c) (b-c)b—a) (c—a)(c-b)
P(a)=1+0+0-1=0
Dakle, a je reSenje (nula, koren) ovog polinoma.
Sli¢no je P(h)=0 i P(c)=0
Ovo znaci da se polinom anulira za tri razlicite vrednosti i P(x) je zato nula polinom, tj.
P(x)=0 aodavde direktno “izlazi’’ trazeno tvrdjenje.

— Polinom sa realnim koeficijentima neparnog stepena uvek ima bar jednu realnu
nulu



Vietove formule

One predstavljaju vezu izmedju koeficijenta i nula polinoma. Pomoc¢u njih se ¢esto mogu
reSavati jednacine P(x)=0. Neka je dat polinom :

P(x)=ax"+a, x"'+..+ax+a,

Inekasu ¢,,a,,...,a, koreni (nule, reSenja) date jednacine, tada je:

a ot ot =—2!
l 2 cee n_ a

n

a
n—-2
alaz +0{10(3 +...+0{1an +a20(3 +...+0(Han =

n

NAPOMENA:

Ve¢ smo pominjali Vietove formule za kvadratnu jednacinu:

2 b . 2 a,
ax"+bx+c=0 x +x,=——  tojest ax +ax+a,=0 X +x,=—
a a,
2 C a
Xy Xy = X, ox, = (=)=~
a a
2
a
X, X, =—
a,

Za polinom treceg stepena ( najSece se pada u zadacima ) bi bilo:

3 2 _
ax” +a,x"+ax+a,=0

)
X X, x, =——=%
a,
_q
xlxz +x1x3 +x2x3 = a_
3

o

X Xy Xy =——2%
a,



PRIMERI

1) Odrediti parameter m i n tako da polinom P(x)=x*—-3x’+mx+n bude deljiv sa

polinomom P (x)=x"-2x+4
ReSenje:

/(X(—3x2+mx+n):(x2—2x+4)=x2+2x

X — 2%+ 4x?
-7 w T e

%—7x2+mx+n
257 Fax? +8x

Zastanimo malo da ovo lepo spakujemo pa nastavljamo dalje:

(=3x> +(m—-8)x+n): (x> —2x+4)=-3

—3x*+6x—12
(+) =) (+)

(m—-8)x—6x+n+12 — 1iovo sredimo
(m—-8-6)x+n+12=
(m—=14)x+n+12=0

Ovo mora biti nula da ne bi bilo ostatka pri deljenju!

m-14=0 A n+12=0
m=14 n=-12



2) Odrediti koeficijente a,b i ¢ u polinomu P(x)=x"+ax’ +bx +c tako da polinom
bude deljiv binomima x—1i x+ 2 a da podeljen sa x—4 daje ostatak 18.

ReSenje:

Ako je polinom P(x) deljiv polinomom x—1 to znaci da je P(1) =0 ,
slicno je 1 P(—2) =0 a posto je pri deljenju sa x —4 ostatak 18, toje P(4)=18

P(x)=x’+ax’ +bx+c

P()=P+a-1>+b-1+c=|la+b+c+1=0] jerje P(1)=0
P(-2)=(-2)+a-(-2)* +b-(-2)+c=|4a—2b+c—-8=0| jerje P(-2)=0
P(4) =4 +a-4*+b-4+c=|16a+4b+c+64=18| jerje P(4)=18

Dobili smo sistem jednacina:

a+b+c=-1
4a-2b+c=8
16a+4b+c=-46

Resenja ovog sistema su:

pa je trazeni polinom: P(x)=x’+2x>—5x+6



3) Odrediti realne parameter a,b i c tako da polinom x’ +ax’ +bx—c bude deljiv
sa x—i a dapodeljen sa x+1 daje ostatak -5

ReSenje:
Posto je polinom deljiv sa x —i onda je on deljivisa x+i paisa

(x=i)(x+i)=x"—i"=x>+1

()({+ax2 +bx—c):(x* +)=x+a

(—)X{(SX
ﬂaﬂ/+(b—1)x+c

+a
) =)

(b—1)x +c —a — Ostatak koji mora biti nula!

Dakle
b-1=0 ; c—a=0
b=1 c=a

Drugi podatak da polinom deljen sa x+1 daje ostatak -5 nam govori da je P(—1)=-5

P(x)=x"+ax> +bx+c

P(-1)= (=1’ +a(=1)* +b(~1) +c=-5
—l+a-b+c=-5

a-b+c=-4

a—-l+c=-4

a+c=-3

a=c=——



4) Znajuéi da je zbir dva korena x, + x, =1 jednadine 2x’ —x* —7x+ 4 =0, nadji
parametar A
ReSenje:
Upotrebi¢emo Vietove formule za jednacinu tre¢eg stepena:
3 2
ax” +a,x"+ax+a,=0

)
X X, Hx, =——=%
a,
_q
xlxz +x1x3 +x2x3 = a_
3

— [
XXy Xy =——2%
a,

Kodnasiz 2x’-x>-7x+A=0 je:

a,=2,a,=-1,a,=-7,a,=4

paje:
X, +x, +x, i1
2 2
XX, + X, X5 + X, X5 .
2 2
A
xl-xz-x3——5

U zadatku kaze da je x, +x, =1 paje x, :%—l:—l

2
XXy + XX + X, X, = 3
XX, + X, - L +x L
172 1 2 2 2 2
1 7
XX, —E(x1+x2)=—5
1 7 XXXy ==
XX, ——1=——
2 2 ; IR
7.1 T2 2
XXy, =——+—
2 2 . 32
x,x, ==3 aodavde je: D)



