FUNKCIONALNE JEDNACINE, INVERZNA FUNKCIJA I KOMPOZICIJA FUNKCIJA

FUNKCIONALNE JEDNACINE

Postupak resavanja:

1) “Ono “S8to je u zagradi stavimo da je t ( smena)
1) Odatle izrazimo x
1i1) Vratimo se u pocetnu jednacinu , f(t) =... 1 gde vidimo x zamenimo ga sa onim §to smo izrazili

2

iv) Sredimo taj izraz koji je sad sve ”pot” izamenimo t sa x

ZADACI

1) Resiti funkcionalnu jednacinu: f(x+1)= X2 3x+2

ReSenje:

f(x+l)=x"-3x+2 “ Ono “ §to je u zagradi stavimo da je t

x+l =t Odatle izrazimo x

x=t-1 Vratimo se u pocetnu jednacinu , f (t) =... 1 gde vidimo x zamenimo ga sa onim §to smo izrazili

f(t)y=@t-17-3(@t-1)+2
f(t)=t-2t+1-3t+3+2 Sredimo taj izraz koji je sad sve ”pot”
f(t)=t"=5t+6 zamenimo t sa x

f(x)=x*—5x+6 1 evo kona¢nog reSenja date funkcionalne jednacine.

X
ReSenje:
f(lj=x+\/l+x2

X

1 . 1 . . .
—=1¢ pajeodavde —=x ovozamenimo u datoj jednacini
X 15

f(t)=l+‘{1+i2
t t



3) Refiti funkcionalnu jednadinu:  f(— :

ReSenje:

=t
x+1

x =t (x+1)

x=tx+t

X —tx =t izvucemo x kao zajednicki na levoj strani...

x(1-t)=t

4 . - . <
X = 11 vratimo se sad na pocetnu jednacinu...
-1

A
X

f(t) = (ﬁ)2 zamenimo t sa X ... f(x)= (IL)2 je konaéno resenje
-~ —x

4) Resi funkcionalnu jednacinu: f (x_+2) =5x+3
2x+1
ReSenje:

x+2
2x+1

f(

)=5x+3

x+2

=t
2x+1



x+2=t(2x+1)

X+2=2tx+t

X-2tx=t-2
x(1-2t)=t-2

t—2
X=——

1-2¢

x+2

=5x+3

f(2x+1)
f(t)=5 =2 +3 sredimo... f(t)= 5t—10+ -2 _ 5t-1043-60_—1-7 izvu¢emo minus gore i

1-2t 1-2t 1-2t -2t 1-2
ubacimo ga u imenilac, koji onda promeni redosled ... A-B=-(B-A)

t+7
f(t)=
(t) 2t—1
X . v v e
f(x)= je konacno reSenje
2x —

5) Ako je f(il)z(x—l)z, izratunati £(3).
X+

ReSenje:
Najpre moramo naci f(x).

X
x+1

)= (-1

X

=t
x+1

x=t(x+1)
x=tx+t

X—tx=t

x(1-t)=t

t . « . e
x= T vra¢amo se u pocetnu jednacinu...
—t



X

f(—)=(x-1)’
+1

X
f(t)= (l_tt -1 )2 Sada umesto t stavljamo 3 jer se trazi f(3)...

2
(3= (1= 2

1 1
6) Rediti funkcionalnu jednacinu: f(x+—)=x"+—
X X
ReSenje:
1 , 1 . 1 . 1
f(x+=)=x"+— uzimamo smenu x+—=t , ako odavde probamo da izrazimo x kao Sto bi trebalo,
X X X

zapadamo u probleme...

1 ..

xX+—=t SVe pomnozimo sa X...
X

2 _

X"+ 1=xt

x*—xt+1=0 ovo je kvadratna jedna¢ina po x i ne vodi resenju...

TRIK : OVDE SMENU TREBAMO KVADRIRATI

1 )
x+—=t kvadriramo...
X

()C+l)2=t2
x

1 1
x’ +2x—+— =t
X Xx

: pokratimo x-seve...

1
X424 =1
X

1 . . . V.
x’+—=1t>-2 E sad se vratimo u datu pocetnu jednacinu...

X

f(x +l) =x’ +i2 paje f(t)=t"—2 odnosno f(x)=x"-2 je kona¢no refenje
X X



7. ReSiti funkcionalnu jednacinu: f(x+1j+2f(x_2j =X
x=2 x+1

ReSenje:

x+1 x-=2
f(x—2j+2f(x+lj:x

I ovaj zadatak ne moZemo uraditi “ klasiéno” veé se moramo posluziti trikom...
)

Ako uzmemo smenu x=2 =t ,onda je x+l =l i
x+1 x=2 t
x=2 . . . t+2
lzt odavde x-2=t(x+1) paje x—2=tx+t, x—tx=t+2 ,x(l-t)=t+21odavdejex=ﬁ
X+ -

Vratimo se u datu jednacinu:

x+1 x—2
f(x—2j+2f[x+lj:x

f (% )+2f(t)= % dobili smo jednu jednacinu...E sad je trik da umesto t stavimo %
1 2 1+ 2t
f(t)+2f(-)= L =t = dobismo i drugu jednacinu
! 1 _1 g 1—1
t t

Sada pravimo sistem od dve jednacine:

1 r+2
f(=)+2f(t)=——
()r2f()=""

1 1+2¢
f(t)yY+2 f( - ) =
()20 ) ==~

Prvu jednac¢inu pomnoZzimo sa -2 pa saberemo ove dve jednacine...

af(t)-2f(Ly=n 2
t 1—¢
ft)+2 (1 ) =1t2
t t—1

2t—4+ 1+2t: 2t+4+1+2t:4t+5
1-1¢ r—1 r—1 t—1 r—1

S3f(t)= — dakle




4t +5

-3f(t)= podelimo sve sa -3 i dobijamo

f(t)= S odnosno f(t)= 4+ umesto t stavimo x i dobijamo:
-3(t-1) 3-3¢

f(x)= x+s konac¢no resenje
3-3x

INVERZNA FUNKCIJA

DefiniSimo najpre bijektivno preslikavanje:
Za preslikavanje f: A— B kazemo da je :

1) “jedan —jedan” (obostrano jednoznacno) , Sto skraceno piSemo “ 1-1 *, ako vazi

(Vx,,x, € A)(x, # x, = f(x) # f(x,))

2) “na” akoje (Vye B)3xe A)(f(x)=y)

3) bijektivnho ako je “1-1”i “na”

Preslikavanje skupa A na sebe , u oznaci ia , sa osobinom (Vx € 4)(i,(x) = x) naziva se identi¢kim (jedini¢nim)
preslikavanjem skupa A.
Ako je f: A — B bijektivno preslikavanje, onda sa f 1 ozatavamo preslikavanje skupa B na skup A, koje ima

osobinudaje f'of = fof" =i, .U tomslutajuf ' nazivamo inverznim preslikavanjem preslikavanja f.

Postupak za reSavanje zadataka :
i) Umesto f(x) stavimo y
ii) Odavde izrazimo x preko y

eee ve . oy 1 oy
iii) IzvrSimo izmenu : umesto x piSemo [ (x) , a umesto y pisSemo x.



1. Data je funkcija f(x) = 2x — 1. Odrediti njenu inverznu funkciju i skicirati grafike funkcija f(x) i f ).

ReSenje:

fix)=2x-1 Umesto f(x) stavimo y

y=2x-1 Odavde izrazimo x preko y
2x=y+1
y+l we oo o o 1 -
X = - IzvrSimo izmenu : umesto x piSemo [ (x) , a umesto y pisemo x.
_ X+ . . ..
f(x) = 5 i evo nam inverzne funkcije.

Posto obe funkcije predstavljaju prave, uze¢emo po dve proizvoljne tacke( prvo x = 0, pa y = 0) i nacrtati ih.

f(x)=2x-1
X 0 1/2
f(x) -1 0
1
f,l <) = X+
(x) 5
X 0 -1

f'x)| 12 0

=<V

Primetimo da su grafici simetri¢ni u odnosu na pravu y=x.



2. Data je funkcija f/(x) =3x—3. Odrediti njenu inverznu funkciju i skicirati grafike funkcija f(x) i f T(x).

ReSenje:
f(x)=3x-3
y=3x-3
3x=y+3
y+3 4 x+3
X = - X)=
3 /o (x) 3
za f(x)=3x-3
X 0 1
f(x) -3 0
7 f_l(x):x+3
3
X 0 -3
f'x) | 1 0

y
5 f(x)=3x-3 Y=X

g
2 S ()= 3

.
/-5‘4/-3-2-1;/12345 >
-1
3

Opet su grafici simetri¢ni u odnosu na pravu y = x. Sta mislite, da li ¢e uvek tako biti?



x—3

3. Odrediti inverznu funkciju za f(x)=
x+

ResSenje:

x—3
f(xX)=——

x+7
_x-3
Y x+7
Yo x-3 mnozimo unakrsno
1 x+7
y(x+7)=1(x+3)
yx+7y=x+3
w—x=3-T7y
x(y-D)=3-Ty
Il N fﬁl(x):3_7x

y—l x—1

abcde

4. Data je funkcija f =
! ja f (2 4135

j. Odrediti njenu inverznu funkciju f(x).

ReSenje:

Ovde nam je funkcija zadata na drugi nacin. Direktno znamo koji elemenat se u koji preslikava:

Sta e biti inverzna funkcija?

Pa jednostavno, elementi iz drugog skupa se slikaju u prvi...

oo . e .4 (24135
Ili zapisano na drugi nacin: [~ =

abcecde




KOMPOZICIJA FUNKCIJA

Nekasu f:4—>B 1 g:B—C funkcije. Tadasa go f oznatavamo kompoziciju ( proizvod ) preslikavanja
f 1 g, 1 definiSemogasa (Vxe 4) ((go f)(x)=g(f(x)). Naovaj nacin smo ustvari dobili preslikavanje
gof:4—C (kompozicija se najéesce obelezava sa o , a Cita se ““ kruzi¢”

primer 1.

Date su funkeije = 2> 4] i abed) irediti (g0 /()
ate su runkciie = 1 = odreaitl (¢} X
! achd £716879 £

Resenje:

Ajmo najpre da ovo predstavimo dijagramom da vidimo S$ta se zapravo deSava a onda ¢emo ispisati i reSenje:

Za svaki element radimo posebno:

(gof)x)=g(f(x))=g(f(1))=g(a)=6 Naslici uocite crvene strelice.
(go fH)x)=g(f(x))=g(f(2))=g(c)=T Naslici uocite crne strelice.
(go H)x)=g(f(x))=g(f(3))=g(b)=8 Naslici uocite plave strelice.

(g x)=g(f(x))=g(f(4)=g(d)=9 Naslici uocite Zute strelice.



primer 2.

) 1234 pqrs) . abcd .
Akoje f = , &= i h= odrediti:

cabd 1432 rpqs
a) fog=7?
b) goh="?

¢) (goh)o f =7

Resenje:
a) fog="?
) 1234) . pqrs) .
Kakoje f = 1 g= ,idemo redom:
cabd 1432

(feg)x)=f(g(x)=f(glp)=f)=c
(feg)x) = f(g(x)=f(g(q)=f(4)=d
(feg)x) = f(g(x) = f(g(r)=fB)=b
(feg)x)=f(g(x)=f(g(s)=/f(2)=a

: : pqrs
Odavde imamo daje: fog=
cdba

b) goh="?

_(pqrs| . e abcd .
£ 1432 1 "7 rpqs paje:
(goh)(x) = g(h(x)) = g(h(a)) =g(r)=3
(goh)(x) = g(h(x))=g(h(b))=g(p)=1

(goh)(x) = g(h(x)) = g(h(c)) = g(q) =4

(goh)(x) = g(h(x)) = g(h(d)) = g(s) =2

Pai I abcd
aje: goh=
! & 3142



¢) (geh)e f=?

Sli¢no radimo , samo S§to sada imamo tri funkcije u kompoziciji:

f:(l 23 4) ’ h:(abcdj g:(pqrsj

cabd rpqs 1432

[(goh)e f1(x) = g(h(f(x))) Prvoradimof,pa ki na kraju g...

Ovako smemo da radimo jer vazi asocijativni zakon (goh)e f =go(ho f). Dakle:
[(goh)o f1(x)=g(h(f(x)) = g(h(f (1)) = g(h(c)) = g(q) =4

[(goh)o f1(x) =g(h(f(x)) = g(h(f(2)) = g(h(a)) = g(r) =3

[(geh)e f1(x)=g(h(f(x)) = g(h(f(3)) = g(h(b)) = g(p) =1

[(goh)e f1(x)=g(h(f(x) = g(h(f(4) = g(h(d)) = g(s) =2

ovak S LEET
va KOmpozicija i€ o (o] =
pozicyaje L& 4312

primer 3.

Date su funkcije f(x)=3x-2 1 g(x)=5x+7. Odrediti:

a) fog
b) gof
c) fof
d) gog

Resenje:

Ovo je drugi tip zadatka vezan za kompoziciju funkcija.
a) fog

(fog)x)= f(g(x))= Sad zamenimo funkciju koja je “ unutra”, znaci g(x)

(f > g)(x) = f([g(x)]) = /(5x+7)= nadjemo kako izgleda funkcija / ( f(x)=3[x]-2) i gde vidimo x stavimo sve

iz zagrade...
(feg)x)=f(g(x))=f(5x+7)=3|(5x+7)|—2 1ijos daovo malo prisredimo...

(feg)x)=f(g(x)=f(5x+7)=3(5x+7)-2=15x+21-2=15x+19



b) gof

(go f)(x)=g(f(x))= opet prvo zamenimo funkciju unutar...

(go f)(x)=g(f(x))=g((3x—-2) , sad posmatramo funkciju g i gde vidimo x stavimo sve iz zagrade...
(g fH)x)=g(f(x))=g(Bx—-2)=53x—-2)+7 opet malo sredimo...

(g f)x)=g(f(x))=2g(Bx-2)=53x-2)+7=15x-10+7=15x-3

c) fof
(fe ) =f(f(x)=fBx-2)=3Bx-2)-2=9x-6-2=9x-8

d) gog

(geg)x)=g(g(x))=g(5x+T7)=505x+T7)+T7=25x+35+7=25x+42

Date su funkcije f(x+1)=5x-3 i g(2x—3)=3x+1 . Odrediti:

a) fog

b) glof"

ResSenje:

Ovo je zadatak u kome vas profesor proverava sve tri stvari: funkcionalnu jedna¢inu, inverznu funkciju i
kompoziciju funkcija.

Prvo da nadjemo f(x) 1 g(x).
g(2x-3)=3x+1

)= 5x—3 2x—-3=t¢
Sl =5 2x=t+3
x+1=t¢
_ 13
x=t-1 >
f@®)=5¢-1)-3 [+3
f()=51-5-3 g)=3—=+1

=5f— =5x— 3t+9+2
f(t)=5t-8>[f(x)=5x-8 5=

3t+11 3x+11
g =—F—~g)=—




Dalje trazimo inverzne funkcije:

()= 3511
S(x)=5x-8 g >
y=35x-8 _3x+1]
S5x=y+8 7
+8 = 3x+11=2y
x:y?_) S W= 3x=2y-11
2y-11 » 2x-11
X=—— X)=
3 g (x) 3
Sada mozemo naci;
(fog)(X)=f(g(x)):f(3x+11):5.3x+11_8:15x+55_16: 15x+39
2.X7+8_11 2x+16-55 2x-39
(g_l°f_l)(X)=g"1(f‘1(x))=g‘1(x+8): 5 _ 5 5 _|2x-39
3 3 3 15
1



